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Resumen

En el siguiente escrito muestra como el uso de la tecnologia, en particular el software
de geometria dinamica que utiliza la calculadora Ti-nspire Cas, resulta un apoyo para
los estudiantes en el entendimiento de los problemas de modelacion matematica.
Para ello se realiz6 una actividad con estudiantes de licenciatura en matematicas a
los cuales primeramente se les pidié resolver un problema en lapiz y papel, posterior-
mente se uso geometria dinamica para resolverloy como etapa final, dieron un mode-
lo, y la solucién en papel y lapiz del mismo problema.

Abstract

The following paper shows how the use of technology, including dynamic geometry
software that uses the Ti-nspire Cas calculator, is to support students in understanding
the problems of mathematical modeling. This activity was conducted with undergra-
duate students in mathematics which first were asked to solve a problem with pencil
and paper, then dynamic geometry was used to resolve and as a final step, gave a mo-
del, and the solution on paper and pencil the same problem.
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1. Introduccion

Mucho se ha escrito sobre los beneficios que el uso de la tecnologia aporta en el pro-
ceso de ensefianzay aprendizaje de las matematicas. Uno de los puntos iniciales en el pro-
ceso de aprendizaje para resolver situaciones problema es el hecho de que el estudiante
entienda qué es lo que se le pide resolver, en este sentido se exponen los resultados de una
investigacion relacionada con ¢,como lograron los estudiantes entender un problema de mo-
delacién matematica después de que hicieron uso de lageometria dinamica de la calculado-
raTI-Nspire. Se tom6 como base el tratamiento Tarea-Técnica Teoria (TTT) desarrollada por
la escuela francesa (ver, p. e. Artigue, 2002; Lagrange, 2000 y 2003; Hitt & Kieran, en pren-
sa), que permitio visualizar el avance de dicho entendimiento.

Para ejemplificar este punto de vista, se tomara el tema de modelacién matematica.
Sabemos que para los estudiantes, la modelacion matematica es uno de los temas mas difi-
ciles de adquirir en el aprendizaje de las matematicas, ya que dada una situacion (segura-
mente en un contexto fisico), se requieren de diferentes tipos de habilidades y
conocimientos para llegar a su modelacién desde el punto de vista de la matematica.

En referencia a la modelacion matematica, Confrey y Maloney (2007, p. 61), exponen
que:

la modelacién matematica es el proceso de encontrarse con una situacion indetermina-
da, problematizarla y traerla a investigacién, razonamiento y estructuras matematicas
para llevar a transformar la situacion. El proceso de modelacion produce un resultado
—un modelo— el cual es una descripcion o una representacion de la situacion.

En términos especificos, la modelacién matematica frecuentemente implica la bus-
gueda de una funcién como modelo matematico que permite analizar el fenémeno y expli-
carlo con ese modelo. Desde nuestro punto de vista, en la formacién de conceptos, no
necesariamente debemos restringirnos alarepresentacion algebraica. De hecho, por
tomar otro ejemplo, la modelacién matematica puede ser através de la representacion grafi-
cade unafuncion. Aqui es importante recordar que, en el aprendizaje de las matematicas,
todas las representaciones de un concepto deben ser consideradas al mismo nivel
cognitivo; y,unavez que se haadquirido el concepto, el profesor puede solicitar alos
estudiantes una manipulacion mas depurada sobre los tratamientos algebraicos.

De hecho, esta posicion no es exclusiva de la didactica de las matematicas, por ejem-
plo, el matematico Brodetsky (1919-1920) ya mencionaba la importancia de la representa-
cion gréafica en las ecuaciones diferenciales, ya que en ese entonces, y continla siendo
cierto, a una gran cantidad de ecuaciones diferenciales no se les habia encontrado solucién;
precisamente, a través de visualizar el campo de tangentes es posible encontrar soluciones
analizando el fenédmeno fisico desde una perspectiva del modelo matematico grafico. Asi,
en ese contexto, Brodetsky en los afios 1920’s mencionaba la importancia de realizar
gréaficas en papel milimétrico del campo de tangentes asociado a una ecuacion dife-
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rencial; ¢ Qué pasariasi en ese entonces los estudiantes hubieran tenido acceso alatecno-
logia?

Un modelo matematico puede ser una expresion algebraica, una representacion gra-
fica u otro tipo de representacion (p. e. tabla de valores).

La modelacion matematica es importante en lamayoria de las aplicaciones de las ma-
tematicas a las otras ciencias. Su utilidad ha sido demostrada constantemente con las apli-
caciones de la matematica en lafisica, ingenieria, comercio y administracion, por mencionar
solamente algunas. La importancia del modelo no solamente puede servir para explicar el
fendmeno con los datos con los que se cuentan en ese momento, sino también para predecir
lo que podria suceder con el pasar de los afios. Un ejemplo de esto, es el crecimiento pobla-
cional en algun pais. El modelo matematico podria explicar el crecimiento poblacional des-
pués de cierto nimero de afos. En otros casos, no es necesario que un fendmeno se repita
para que puede ser modelado. De hecho, tenemos fenbmenos que no se repiten, y con lare-
coleccién de datos es posible analizar el fenédmeno e intentar encontrar un modelo. Puesto
gue la modelacién matematica tiene como objeto la bisqueda de un modelo matematico
gue nos permita explicar el fenémeno en términos de ese modelo, un primer acercamiento
para introducir el proceso de modelacion matematica podria ser el ejemplificado con el dia-
grama siguiente:

Fendmeno Observaciones Modelacion

a estudiar experimentales matematica

l T

Figura 1. Proceso general de la modelacion (1% acercamiento).

La depuracion del modelo se da al realizar un proceso ciclico que permita reajustar el
modelo para mejor explicar el fenémeno en cuestion. Sin embargo, este acercamiento es
general, y dentro de un contexto de ensefianza de las matematicas se requiere de un mode-
lo con mayor precisién. Veamos otro acercamiento propuesto por Katja (2005), quien nos
proporciona un mejor acercamiento:

1. Definir un modelo real: simplificando, estructurando, idealizando la situacién origi-
nal,

2. Transformar el modelo real en un modelo matematico: por medio de la matematiza-
cion,

3. Tratar matematicamente el modelo,

4. Interpretar los resultados obtenidos a partir del modelo matematico,

5. Validar el modelo construido a la luz de soluciones obtenidas y de la matematiza-
cion.
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Si bien este modelo nos aporta un mejor acercamiento al problema del aprendizaje de
las matematicas, todavia no es lo suficientemente concreto para nuestros propdsitos de en-
sefanza.

Antes de proporcionar un nuevo acercamiento, debemos colocarnos dentro de un
marco tedérico que nos proporcione los medios para reflexionar sobre nuestras propuestas
didacticas.

Utilizaremos el marco tedrico de Vergnaud (1991) en lo que se refiere al campo con-
ceptual; para Vergnaud (Idem), un concepto planteado a través de situacionesy problemas,
adquiere sentido para el sujeto. El campo conceptual esta constituido por problemas que
permiten el desarrollo de un concepto y las operaciones necesarias para la resolucion de
eso0s problemas, dentro de un sistema matematico. De hecho, recientemente Balacheff &
Gaudin (2012; en prensa) han afiadido otra componente, relacionada con la estructura de
control; el conjunto de las componentes forman las concepciones. Este afiadido es funda-
mental en la didactica de las matematicas ya que la construccién de conceptos pasa por la
construccion de concepciones. Un aspecto de corte practico es saber cual es el campo con-
ceptual para cada concepto que se quiere ensefiar. De hecho, jalli radica el principal proble-
ma! Para cada concepto matematico, ¢qué tipo de problemas es importante seleccionar
para que el aprendizaje sea efectivo? Los investigadores proporcionan buenos ejemplos de
lo que puede incluirse en ese campo conceptual; pero, para la mayoria de los conceptos que
deben ser tratados en el aula, el profesor no cuenta con suficientes actividades que le permi-
tan desarrollar una ensefianza adecuada de las matematicas. Ese es también uno de los
factores que no han permitido el uso sisteméatico de latecnologia en el aula de matematicas.

En este acercamiento, sobre el campo conceptual de Vergnaud (1991) y de Balacheff
& Gaudin (20012; en prensa), es importante que realicemos la distincion entre ejercicio, pro-
blemay situacion problema (ver Hitt, 2004). Esta distincion la haremos dentro un marco teo-
rico general sobre las representaciones (ver Hitt, 2003).

Ejercicio: Sien lalectura de un enunciado matematico recordamos de inmediato un
proceso o algoritmo a seguir para resolverlo, se dice que el enunciado es un ejercicio.

Problema: Sien la lectura del enunciado no recordamos un proceso o algoritmo di-
recto a utilizar, y la situacion nos obliga a producir representaciones que nos permitan ligar
aspectos matematicos no en forma directa, sino con las articulaciones entre representacio-
nes y procesos de tratamiento al interior de los registros involucrados, diremos que ese
enunciado es un problema.

Situacion problema: La situacion debe ser simple, facil de entender (ello no implica
gue sea facil de resolver), debe provocar la reflexion y por tanto no puede ser un ejercicio. La
matematica a utilizar no debe ser explicitada en el enunciado. Es a causa de la interaccion
de los estudiantes con la situacion que emergen representaciones funcionales (esponta-
neas), y por tanto la matematica hace acto de presencia de manera natural en la discusion
entre los miembros de un equipo de estudiantes, proporcionandoles la posibilidad de cons-
truir un modelo matematico que, éste a su vez, permite explicar la situacion.
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Nuestra proposicion es que las situaciones problema, en el contexto de unateoria so-
bre representaciones matematicas, deben seguir entonces, un tratamiento en el aula como
el que se muestra en la figura 2.

Figura 2. Proceso de modelacion matematica (2°
acercamiento).

2. En este tipo de acercamiento, ¢cOMOo organizar una secuencia
didactica que incluya el uso de calculadora?

Nuestra proposicion es que la adquisicion de conceptos debe realizarse en varias eta-
pas y no solamente con un par de ejercicios. En realidad, estamos interesados en la produc-
cion de secuencias de aprendizaje que impliquen la adquisicion de conocimientos de
forma que searetenido por los estudiantes a largo plazo.

Consideramos tres etapas en la construccion de conceptos. En el documento que nos
ocupa, el interés radica en la promocién de conceptos como el de covariacion, funcion y pro-
cesos de modelacion en estudiantes de secundaria y futuros profesores de ensefianza se-
cundaria. Veamos a continuacion, en qué consisten cada etapa.

Primera etapa: Proposicion de situaciones problema que generen el uso de diferen-
tes tipos de funciones en el proceso de modelacion matematica (el uso de materiales como
la cuerda, compas, elasticos, etc., y calculadora son primordiales en esta etapa). Con la
cuerda o compas, es posible construir una primera aproximacion a la representacion gréafica
de la situacién. Ello permite que los estudiantes desarrollen, primeramente, el concepto de
covariacion (ver Carlson, 2002). Al mismo tiempo, los estudiantes pueden ser capaces de
proporcionar una prediccion sobre el comportamiento aproximado de la funcion desde un
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punto de vista gréafico (prediccion construida a través de un proceso manual utilizando la
cuerda o compas). Ello proporciona al estudiante elementos de control(en el sentido de
Saboya et al., 2006) ya que en los procesos algebraicos largos, generalmente se cometen
errores; y, al utilizar la calculadora, el estudiante se enfrenta a una representacion producto
de su proceso algebraico y a una representacion grafica producto de su “proceso manual”
(utilizando la cuerda o compas); si no coinciden, el estudiante se encontrara frente a un con-
flicto cognitivo. Resolver este conflicto, permitir4 al estudiante avanzar en sus procesos de
aprendizaje (ver ejemplo del caminante mas adelante en este documento).

Una vez trabajadas estas situaciones en clase, es posible pasar a la siguiente etapa.
De hecho, la metodologia que hemos seguido desde hace varios afios paralas dos prime-
ras etapas eslametodologia ACODESA (ver Hitt, 2007, Hitt etal., 2008, Gonzéalez-Martin et
al., 2008). En un ambiente de aprendizaje colaborativo, debate cientifico y de auto reflexién,
proporcionamos a los estudiantes un ambiente de aprendizaje desde el punto de vista de
una teoria sociocultural.

Segunda etapa: Utilizacién de las funciones conocidas que son susceptibles de apli-
car a diferentes tipos de situaciones.

En esta etapa, es importante generar datos y encontrar un modelo matematico (fun-
cion) que permita explicar el fendmeno a partir del modelo matematico. En fisica, ingenieria,
y economia entre otros, es uno de los procesos mas utilizados. A partir de datos tomados de
la vida real, debemos tratar de encontrar un modelo matematico que permita explicar el fe-
némeno, e incluso predecir lo que podria suceder en algin momento dado. Tomemaos por
ejemplo el crecimiento poblacional en un pais. Encontrar un modelo matematico que nos ex-
plique el crecimiento durante los Gltimos 100 afios puede ser importante; Pero si ademas,
nuestro modelo predice sobre el probable crecimiento poblacional dentro de 10, 20,50 0 100
afios, es posible considerar esta informacion para la planificacion sobre el crecimiento po-
blacional en ese pais.

Terceraetapa: Procesos de institucionalizacién (analisis de parametros de ciertas fa-
milias de funciones).

Esta etapa es la mas conocida en nuestro medio. Los profesores utilizan las represen-
taciones institucionales, analizando por ejemplo el papel de los parametros para analizar el
comportamiento de una familia de funciones. En esta etapa se supone que el estudiante
debe llegar al saber, qué es considerado como lo que todo individuo debe saber al final de
sus estudios en un ciclo dado, de una institucion dada.
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3. Metodologia ACODESA (aprendizaje en colaboracion, debate
cientifico y auto-reflexion)

La metodologia ACODESA' integra varias situaciones problema interrelacionadas
unas con otras (Glaeser, 1999); toma en consideracion el trabajo individual, trabajo en equi-
po, debate en el aulay auto-reflexion. Es una adaptacién a un acercamiento sociocultural del
aprendizaje de las matematicas (ver Hitt, Gonzalez-Martin et Morasse, 2008 et Gonza-
lez-Martin, Hitt et Morasse, 2008)

Veamos un resumen de las caracteristicas de la metodologia ACODESA (para una
version mas completa, ver Hitt, 2007). Es importante sefalar que en esta metodologia, el
profesor no dictamina sobre lo realizado por los alumnos en las primeras etapas, salvo al fi-
nal en el proceso de institucionalizacion.

1. Trabajoindividual (produccién de representaciones funcionales para comprender la
situacion problema),

2. Trabajo en equipo sobre una misma situacion. Proceso de discusion y validacion
(refinamiento de las representaciones funcionales),

3. Debate (que puede convertirse en un debate cientifico). Proceso de discusiény vali-
dacion (refinamiento de representaciones funcionales),

4. Regreso sobre la situacion (trabajo individual: reconstruccién y auto-reflexion).

5. Institucionalizacion. Proceso de institucionalizacion y utilizacion de representacio-
nes institucionales.

En las tres primeras fases el profesor es un guiay es deber de los estudiantes, argu-
mentar y validar sus producciones, el proceso de institucionalizacién es la etapa enla cual el
profesor resalta las diferentes representaciones y presenta las representaciones institucio-
nales.

Figura 3. Materiales utilizados en la resolucién de situaciones: Cuerda, compas, regla, calculadora...

1 Esta parte del texto es retomada del documento presentado en Barrera F. et al., (Editores),
Memorias del Segundo Seminario Nacional sobre Resolucion de Problemasy el Aprendizaje
de las Matemaéticas. Pachuca, Hidalgo, México, 2008, pp. 41-55.
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En la metodologia ACODESA, la manipulacién de materiales y trabajo con papel y la-
piz es sumamente importante. En este caso, los estudiantes utilizan un compas para mediry
trasladar medidas. En el caso de los estudiantes de secundaria, ello les permite convencer a
sus compafieros, ademas la etapa de debate cientifico permite a algunos estudiantes modi-
ficar sus versiones originales llegando a resultados mas refinados.

La metodologia ACODESAYya ha sido probada en diferentes ambientes. Con respec-
to a experimentar sin uso de la calculadora, hemos realizado una serie de investigaciones
tanto en México (bajo la direccion de Cortés) como en Québec (bajo la direccion de Hitt &
Gonzélez-Martin) con poblaciones en la escuela secundaria que nos muestran el potencial
de la metodologia. A continuacion se muestran algunos resultados del grupo de México. Re-
sultados del grupo de Québec se pueden ver en Hitt et al., (2008), Gonzalez-Martin et al.,
(2008).
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Figura 4. Pista producida por un equipo de  Figura 5. Soluciones graficas proporcionadas por diferentes equipos de estu-
estudiantes de secundaria en México. diantes de secundaria en México utilizando cuerda o compas.

Figura 6. Lo escrito por debajo de la linea pun-
teada fue realizado posterior al debate.
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4. Ejemplos de actividades para cada una de las etapas

4.1 Actividad: El caminante? (primera etapa)

Un excursionista comienza un paseo alrededor de un parque (en forma de cua-
drado). Sigue el camino que le permite por lo tanto regresar al punto de parti-
da. Al seguir este camino, un gran mastil con una bandera se encuentra situado
en el centro del parque. Traza un camino y coloca el puesto de socorro en el lu-
gar de tu eleccion de acuerdo al enunciado.

Parte 1. Qué variables podemos identificar en esta situacion?
Parte 2. Qué relacion funcional podemos proponer paralas variables seleccionadas?
Parte 3. Como podemos representarla?

C——
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Figura 7. Proposiciones, situacion abierta del caminante.

Tomando en cuenta que las actividades tienen gran potencial para el desarrollo de
procesos de modelacion matematica. Como sefialamos en el pie de pagina, la actividad del
caminante se ha utilizado en la formacién de profesores en Québec desde hace varios afios.
Le hemos dado un tinte tecnoldgico solicitando a los futuros profesores que utilicen la calcu-

Figura 8. En el caminante “version libre”, los equipos proponen diferentes pistas y la complejidad matemética puede ser
mayor o menor dependiendo de la pista propuesta.

2 Laactividad del caminante ha sido utilizada desde hace algunos afios en la formacién de pro-
fesores en Québec. Esta actividad fue utilizada constantemente dentro de un curso en la
UQAM, por Claude Janvier y Bernadette Janvier.
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ladora con posibilidades graficas en el aula de matematicas en la resolucién de las activida-
des. Reflexiones adicionales sobre la actividad en cuestion muestran la complejidad de la
actividad dependiendo de la pista producida para el caminante (pueden verse en los ejem-
plos de las Figuras 7 y 8).

Figura 9. Resultados obtenidos por un equipo,
con la pista cuadrada.

Veamos lo que sucedié en un grupo en la versién del caminante cuya pista es la de un
cuadrado. Los futuros profesores (estudiantes de licenciatura), realizan un trabajo algebrai-
co sin mucho problema. Sin embargo, a pesar de sus habilidades algebraicas, no es facil
imaginar la representacion gréafica de una funcién por partes como se muestra en el cuader-
no de uno de los miembros de un equipo (ver Figura 9y 10). Sin embargo, ¢ como saber sino
se cometieron errores desde un punto de vista algebraico? Este es precisamente un caso en
el que las expectativas de la representacion grafica de los diferentes estudiantes de un equi-
po no coincidian, alin y cuando desde un punto de vista algebraico ya habian resuelto el pro-
blema.

En el cuaderno de uno de los estudiantes que trabajaban en un grupo de 4 personas
(dos mujeres y dos hombres) se pueden encontrar ideas intuitivas y formales. En la hoja de
laizquierda parte superior, se encuentra una grafica que es completamente diferente ala de

Figura 10. Una vez resuelto el problema desde un punto de vista algebraico, ;Qué gréafica le corresponde?
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Figura 11. La discusién comienzay los argumen-
tos se multiplican...

abajo a la derecha; otra persona del grupo tenia una grafica completamente diferente. Ello
provoco una discusion interesante entre los 4 estudiantes.

Los argumentos de unos eran diferentes de los argumentos de otros, sin llegar a un
acuerdo. Un momento interesante se dio cuando una de las estudiantes tomd su calculado-
ray traté de realizar la grafica. Otro de los estudiantes al ver que tenia dificultades conla cal-
culadora se la pidi6 y empez6 él a manipularla, obteniendo lo mostrado en la Figura 12.

Figura 12. Representacion grafica
proporcionada por la calculadora.

A partir de ese momento, la discusién se dio por terminada. Ya contaban con la repre-
sentacion grafica correcta y dejo de interesarles el problema...

Considerando un cuadrado de lado unitario (p. e. 1 km), se puede obtener la funcion
en términos de la distancia recorrida por el caminante (d): D(d)=,/d? —d + % cuya repre-

sentacion grafica considerando el trayecto completo, es lo mostrado en la Figura 13.
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Figura 13. Grafica obtenida bajo una simulacién
con Cabri.

En el caso de los estudiantes universitarios, se solicita que realicen los calculos para
unasituacion mas compleja en la situacion en la que el asta se encuentre en otro lugar sobre
una de las diagonales del cuadrado. Utilizando un software de Geometria dindmica como el
Cabri, se obtiene una gréafica como la mostrada en la Figura 14.
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5. A manera de conclusién

El disefio de actividades en ambientes tecnolégicos no es una tarea facil. Es impor-
tante tomar en cuenta que muchos de los problemas que se utilizaban en el pasado proba-
blemente no tengan cabida en un ambiente con tecnologia.

Los investigadores en didactica de las mateméticas, tendrian que proporcionar mu-
chos ejemplos para que el profesor de matematicas tenga un soporte en la preparacion de
sus cursos. El uso de tecnologia en el aula de matematicas requiere, como Artigue (2002),
Guin & Trouche (1999), Lagrange (2003), Hitt & Kieran (en prensa) entre otros lo han sefiala-
do, de cuidados en el disefio de actividades.
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En el presente documento hemos querido mostrar caracteristicas del uso de tecnolo-
gia en el aula de matematicas relativa a la construccién del concepto de covariacion en el
sentido de Carlson (2002), el concepto de funcién y procesos de modelacién matematica.
Nuestras propuestas didacticas intentan la promocién de un aprendizaje profundo de la ma-
tematica, que pueda ser recordado y que no se pierda a través del tiempo. Recordemos que
lo que se aprende si no es utilizado se pierde con el tiempo (ver Karsenty, 2003).

La metodologia utilizada en las experimentaciones tanto en México como en Québec
ha sido ACODESA. La experimentacion ha mostrado las dificultades que podemos encon-
trar en una ensefianza de corte sociocultural, pero también nos ha mostrado su potenciali-
dad para seguirla utilizando en el aula de matematicas. Los dos grupos de investigadores
tanto en México como en Québec consideran fructifero el uso de la metodologia. En una de
las experimentaciones con dos grupos de secundaria en Québec, pudimos observar que
conun grupo de 36 alumnos, realizar la experimentacion fue muy pesado para el profesor de
secundaria, y él tuvo que modificar el trabajo en equipo para poder controlar al grupo. En
cambio, con otro grupo de 24 alumnos, el mismo profesor, utilizando la metodologia tuvo re-
sultados extraordinarios (ver Hitt et al., 2008; Gonzalez-Martin, 2008).

Si bien ya hemos realizado cierto tipo de experimentaciéon con tecnologia (calculado-
ras) con estudiantes universitarios que seran futuros profesores, nuestra siguiente etapa es
la de realizar experimentacion en el aula de matematicas en la escuela secundaria y preuni-
versitaria con el uso de calculadora con posibilidades gréficas.
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