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Resumen

El presente trabajo se refiere a la teoria clasica de la forma y estimacion de volumen
de troncos de arbol y segmentos de los mismos. Se deriva, de una manera alternativa
alaque se encuentraen literatura reciente, la ecuacion general de volumen seccional
para truncados de sélidos de revolucién que se utilizan en el modelo clasico de un
tronco de arbol. Las ecuaciones de volumen conocidas paralos truncados de las geo-
metrias consideradas en dicho modelo, paraboloide, cono y neiloide, son s6lo casos
particulares de la ecuacién general. La derivacion alternativa que aqui se presenta,
resulta de generalizar el procedimiento algebraico conocido en la literatura tradicional
para derivar las ecuaciones de volumen de los truncados referidos.
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Abstract

Alternative derivation of the general sectional volume equation for the classical
geometries of tree stem
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Derivacion alternativa de la ecuacion general...

The present work refers to the classical theory of form and volume estimation of tree
stems and segments of them. Itis derived, in an alternative way to the one found in re-
cent literature, the general volume sectional equation for frustums of solids of revolu-
tion used in the tree stem classical model. The known frustum volume equations for
the regarded geometries in such model, paraboloid, cone and neiloid, are only particu-
lar cases of the general equation. The alternative derivation, shown here, results from
the generalization of the algebraic procedure to derive the volume equations of those
frustums, known in the traditional literature.

Key words: forest measurements, dendrometry.

Introduccidn

La estimacion del volumen de troncos de arbol es una de las tareas primarias en las
areas forestal y de ciencia y tecnologia de la madera. Por ejemplo, se requiere para la reali-
zacion de inventarios forestales y estudios de crecimiento, tanto en plantaciones como en
areas de bosque natural, ya sea para aprovechamiento de madera o para investigacion
(West 2004). Existe una amplia variedad de métodos utilizados para la estimacion del volu-
men en cuestion. Entre ellos, seran de interés para el presente trabajo, los métodos seccio-
nales y los métodos con base en funciones de perfil 0 ahusamiento, que se discuten a
continuacion.

En los métodos seccionales, el volumen de una seccidn longitudinal o segmento de
tronco de longitud determinada, se aproxima como el de un cilindro con la misma longitud y
un area media de seccion transversal definida que distingue a cada método (Avery y Burhart
2002). Incluso, existen métodos seccionales exclusivos para estimar el volumen de las tro-
zas que se obtienen de la parte mas baja de un tronco de arbol, debido a que contienen la
madera de mayor calidad y costo (Bruce 1982, Patterson y Doruska 2004).

Por su parte, en los métodos con base en funciones de perfil, se determina una fun-
cion del perfil completo del tronco y con ella se genera un sélido de revolucién que modela su
geometria. Mediante la determinacion del volumen del sélido se estima el volumen del tron-
co (West 2004).

La determinacion de la forma de untronco de arbol representa por si mismo un proble-
ma complejo (Brack 1999). Existen en la literatura dos maneras de hacerlo: unade ellas es a
través de bases cientificas, principalmente hipétesis mecanicas (Larson 1963, McMahon
1973, Deany Long 1986) y la otra de manera empirica a través de funciones de perfil. En el
primer caso, los estudios son fundamentales pero escasos. Las teorias existentes predicen
geometrias elementales que no representan la forma de un tronco real. El método conven-
cional utilizado actualmente para modelar la forma completa de un tronco de arbol es me-
diante funciones de perfil. Se determina una funcion de perfil que proporcione una
aproximacion al diametro de la seccién transversal circular del tronco como funcién de la al-
tura. AlGn cuando son muy precisas, las funciones de perfil se determinan de manera empiri-
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ca, y por especie de arbol, a través de funciones que se ajustan estadisticamente a datos
experimentales. Algunas de estas funciones son muy complejas en su formay requieren de
métodos numeéricos para determinar el volumen del sélido de revolucion respectivo (West
2004, Van Laar y Akca 2007).

Las funciones de perfil que predominaron en el campo de las mediciones forestales
hasta hace aproximadamente tres décadas corresponden a geometrias simples. Con di-
chas funciones se generan los sélidos de revolucién: cilindro, paraboloide, cono y neiloide. A
las geometrias anteriores, se les referird aqui como geometrias clasicas o tipos dendromé-
tricos clasicos, de acuerdo con Diéguez-Aranda et al. (2003).

Unificando lainformacion contenida en la literatura tradicional, se puede concluir que
la geometria de la mayoria de los segmentos o trozas de un tronco de arbol esta alrededor
de un truncado de cono y entre los truncados de paraboloide y neiloide (Graves 1906, Bel-
yea 1931, Chapman y Meyer 1949). Por lo tanto, estas son las tres geometrias mas impor-
tantes para modelar la forma de un tronco de arbol por secciones desde un punto de vista
clasico. Engeneral, la parte baja del tronco se considera de forma aproximada a un truncado
de neiloide, la parte intermedia a un truncado de paraboloide y el Ultimo segmento que con-
tiene a la punta se aproxima a un cono o a un paraboloide (Husch et al. 1982, Avery y Burk-
hart 2002, Van Laar y Akc¢a 2007).

El modelo clasico de un tronco de arbol dej6 de ser predominante por los motivos si-
guientes: i) se observan variaciones en la forma de troncos de arbol entre diferentes espe-
cies por lo que no conviene utilizar un modelo general; ii) no es practico el tener que utilizar
diferentes geometrias para las diferentes secciones de un mismo tronco ya que no es posi-
ble determinar con precision en donde termina unay comienza la otra (West 2004). Estos in-
convenientes, se resuelven determinando una funcién de perfil para el tronco completo, y
por especie, de acuerdo con lo que se realiza actualmente. A pesar de lo anterior, la teoria
clasica ha permanecido por mas de un siglo como una referenciaimprescindible tanto en en-
seflanza como en investigacion (Graves 1906, Cruz de Le6n y Uranga-Valencia 2013).

Otro problema fundamental en las mediciones forestales es la determinacién del volu-
men de trozas de un tronco de arbol, ya que los troncos se seccionan en trozas para facilitar
SuU manejo y posterior procesamiento para la obtencién de madera comercial. En principio,
unavez que se tiene la forma del tronco de arbol, mediante métodos matematicos, se puede
determinar el volumen del tronco total o de un segmento del mismo. Sin embargo, para de-
terminar el volumen de unatroza, se debe conocer exactamente a qué segmento del tronco
completo original corresponde. Es decir, conocer la posicion que ocupaban en el tronco ori-
ginal los extremos del segmento que corresponde a la troza, lo que no es posible porque no
se registra dicha informacion, y al final se caracterizan individualmente. Por esta razén, enla
préactica, es imperativo determinar el volumen de las trozas con base en su longitud y las
areas de las secciones transversales de sus extremos o de su parte media. Matematicamen-
te, lo anterior significa pasar de variables de posicion a variables de areas de secciones
transversales, lo cual, se logra mediante procedimientos algebraicos.
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Como en la teoria clasica la forma de un tronco de arbol se modela utilizando los soli-
dos de revolucién, paraboloide, cono y neiloide, los segmentos o trozas corresponden a
truncados de dichos sélidos. Por esta raz6n, es importante conocer el volumen de los mis-
mos. Desde hace mas de un siglo se tiene conocimiento de las férmulas para obtener dichos
volimenes (Graves 1906). Hasta donde se sabe, no se habia observado una relacién o
vinculo entre ellas. Cruz de Ledn (2010) derivé una ecuacion general de volumen seccional,
de la cual, las férmulas de volumen seccional para las geometrias en cuestion, se obtienen
directamente como casos particulares. Aun cuando la ecuacion general referida es de inte-
rés para el area forestal y de ciencia y tecnologia de la madera, su derivacion fue realizada
de manera breve y directa desde un punto de vista esencialmente matematico sin relacién
con procedimientos matematicos familiares sobre el tema en dichas areas.

Para tratar de vincular a la ecuacion general de volumen seccional con procedimien-
tos matematicos conocidos en la literatura de las areas mencionadas, en el presente traba-
jo, se supuso que la ecuacion generalizada obtenida por Cruz de Ledn (2010), también
deberia obtenerse si fuera posible generalizar el procedimiento algebraico mediante el cual
se obtienen las formulas de volumen para paraboloide, conoy neiloide en dicha literatura. La
suposicion anterior represento la conjetura a probar en el presente trabajo. Los resultados
muestran que fue posible llevar a cabo dicha generalizacion y se derivo, de esta forma alter-
nativa, la ecuacion general de volumen seccional.

Metodologia

En el presente trabajo, se utilizaron métodos y modelos de la teoria clasica de estima-
cion de formay volumen en mediciones forestales. De igual manera se hizo uso de calculo y
métodos algebraicos elementales en la obtencién de resultados. El material sefialado se
describe a continuacion.

Geometrias clasicas de tronco de arbol o tipos dendrométricos clasicos

La forma de un tronco de arbol puede modelarse, por secciones, mediante geome-
trias de sélidos de revolucion elementales. La funcién generatriz, y, de dichos sélidos, como
funcién de la altura, x, se define a través de la ecuacion

y? =p,x" [1]

en donde p, es una constante positiva, y n es una potencia denominada el exponente
de forma (Graves 1906). Al rotar la funciény, 360° alrededor del eje x, en un sistema de coor-
denadas xyz, considerando el volumen que encierra la superficie respectiva, se genera un
so6lido de revolucién para cada valor de n. Las geometrias cominmente consideradas en la
literatura tradicional se refierenan=0, 1, 2, y 3, que corresponden a cilindro, paraboloide,
conoYy neiloide, respectivamente, a las que se denominara geometrias clasicas o tipos den-
drométricos clasicos (Diéguez-Aranda et al. 2003).
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De acuerdo alo descrito en el parrafo previo, un sélido de revolucion para n entero po-
sitivo, se sitla en un sistema de coordenadas xyz con su puntaen el origeny con su eje de si-
metria a lo largo del eje x positivo. De esta forma, la variable x corresponde a la altura y se
mide a partir de la punta. El area de la seccion transversal se incrementa al aumentar la altu-
ra. Porlo tanto, el volumen total para cada una de estas geometrias, considerando que su al-
tura total es H, y que se denotard aqui como Vr, esta dado por la ecuacién

H H n T n n+
Vi, :IO TCyZdX:JO mp, X dx:nLJrlH ! (2]

Métodos de volumen seccional

Por simplicidad, a secciones longitudinales de tronco de arbol o en su caso, a trozas
del mismo, se les denominara indistintamente como segmentos de tronco. Cualquier méto-
do seccional para estimar el volumen de un segmento de tronco, de longitud L, se refiere al
volumen de un cilindro y puede escribirse como

V =SL [3]
en donde S es una area de secci6n transversal promedio (Avery y Burkhart 2002). Lo
gue define a un método seccional particular, es la forma de S como funcién de areas de sec-
ciones transversales determinadas del segmento. Estos métodos seccionales correspon-

den a casos particulares de métodos aproximados del calculo para estimar el volumen de
soélidos de revolucion (Stewart 2002, Cruz de Leén y Uranga-Valencia 2013)

Ecuaciones de volumen seccional para truncados de los tipos dendrométricos
clasicos
Considérese un segmento o truncado de los tipos dendrométricos clasicos de longi-

tud L, que se encuentra entre X = X; Y X = X, CON X3 <X, ¥ L = X, - X;. LOS volimenes exactos
V,, para tales truncados, estan dados por la ecuacién

A :J‘:: ny 2dx ::L:l(xg“ -x{") [4]

Considérese también que sy S son las areas de las secciones transversales para los
extremos situados en X =X; y X =Xy, respectivamente. Después de hacer el cambio de varia-
blesdexi;yx,asyS,yderealizar trabajo algebraico en la ecuacion [4] paran=0, 1,2y 3, re-
sultan los siguientes volimenes de segmento o truncado para los tipos dendrométricos
clasicos

V, =(S)L=(s)L =SoL [5]

vl=(S+SjL _SiL [6]
2
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v, :[%}_ -S,L 7]

(8]

v, 2[8 +3/S?%s +3/Ss? +s}_ _S.L
4

(Romhan de laVegaet al. 1994). Como las mismas ecuaciones [5-8] loindican, se tra-
ta de ecuaciones de volumen seccional en donde el area media de seccion transversal, para
cilindro, paraboloide, cono y neiloide, denotadas como So, S1,S2 y Ss, estan definidas por
las expresiones entre paréntesis, respectivamente. En particular, para cilindro s =S =S..
Aqui, cabe sefialar nuevamente que, de acuerdo a la literatura, las geometrias de interés
para el modelo clasico de un tronco de arbol corresponden a n=1, 2,y 3.

Ecuacion general de volumen seccional

La ecuacion general de volumen seccional correspondiente a cualquier solido de re-
volucion obtenido mediante la funcién generatriz de los tipos dendrométricos clasicos, para
n entero positivo, derivada por Cruz de Ledn (2010), esta dada por

— i=0

V_

n

n+1 - o]

Esta ecuacion fue derivada directamente de la ecuacion [4] utilizando una expresion
algebraica conocida en la literatura matemética para la diferencia de dos términos elevados
a la misma potencia entera positiva y realizando el cambio de variables de posicion al de
areas de las secciones transversales en los extremos de los truncados. Puede verificarse
que paran=1, 2y 3, a partir de la ecuacion [9], se recuperan facilmente las ecuaciones sec-
cionales [6-8] correspondientes a los volumenes de truncados, de longitud L, de paraboloi-
de, cono y neiloide, respectivamente. Esta es la ecuacién que se ha propuesto derivar en
este trabajo mediante un procedimiento matematico alternativo que corresponde a la gene-
ralizacion del procedimiento algebraico que condujo a las ecuaciones [6-8], segun se descri-
be enseguida.
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Resultados

Derivacion alternativa de la ecuacion general de volumen seccional para los
tipos dendrométricos clasicos

Siuntruncado de sélido de revolucién, de longitud L, y areas de seccion transversal s
enx =Xx; y S en X =Xy, se genera mediante la ecuacion y* =p,x", entonces

s =mny? =P, X, [10]
y
S=ny’ =np,x} [11]
o bién,
S S
P, =—w="w [12]
Xl X2
Inversamente,
X; _X;
21 _ 72 13
s s [13]

Si la funcion generatriz para un sélido de revolucién esta definida mediante la ecua-
cibny?® =p,x", entonces el volumen de un truncado de dicho sélido que vade x = x; ax =Xy,
con X; < Xp, esté dado por la ecuacion [4], que, por comodidad, se reproduce nuevamente
aqui

_ X2 2 _ TCpn n+l o, n+l
A —Ll my “dx = +1(x2 X, ) [4]
Usando las ecuaciones [10] y [11], la ecuacién [4] puede escribirse en la forma
v, :(Sx2 —-8X,) [14]
n+1

Despejando x; y X, de la relacién L = x, - X, y sustituyéndolas en la ecuacion [14], se
tiene que

_S(x +L)—s(x, —L) (S +S)L +(Sx, —SX,)

A [15]
n+1 n+1
Por otro lado, despejando x; de la ecuacién [13], Sx; puede escribirse como
sllnx n-. n n
Sx, =S Sl/nz =sining¥ny, [16]

Utilizando el hecho de que x, = x; + L, la ecuacion [16] también puede expresarse
como
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le :S(nfl)/nslln(xl +L)=S(nfl)/nsﬂn|—+S(n71)/nsllnxl [17]

Repitiendo el procedimiento anterior en el segundo término a la derecha de la ecua-
cion [17], se obtiene

]JnX

_ _ S _ _
le :S(n 1)/nsllnL +S(n 1)/nslln Sllnz :S(n 1)/nS]JnL+S(n 2)/n82/nx2

=S(n—1)/nS]JnL_i_S(h*z)/”SZ/n(X1 +|_) [18]

=S(n—1)/nS]_/nL +S(n—2)/ns 2/nL +S(n—2)/ns 2/nXl

Aplicando el mismo procedimiento (n-1) veces, para un entero positivo n, resulta
le :S( n—l)/nsllnL + S( n—2)/nS 2/nL+' _‘+S(n—( n—l))/ns( n—l)/nL + S( n—(n—l))/ns(n—l)/nX

:S(n—l)/nSJJnL +S(n—2)/ns2/nL+.”+S]JnS(n—1)/nL _i_S]JnS(n—l)/nX1

v [19]

Similarmente, despejando x, de la ecuacion [13] y sustituyéndola en el término sx,, se
tiene que
1
ST,

S]Jn

SX2 =s S(nfl)/nsllnxl :Sl/ns(nfl)/nxl [20]

Por lo tanto,
(Sx, _sz)zs(n—l)/nsﬂnl_ L g(n-2)ng2in L gUng(n-1)ing

[21]
=(S(n—l)/nslln +S(n—2)/ns 2/n +'_‘+Sllns(n—l)/n)L

Finalmente, sustituyendo la ecuacion[21] en la ecuacion [15], se obtiene la ecuacion
B (S +S)L + (S( n—l)/nS]Jn + S(n—z)/nS 2/n +_“+S]Jns(n—1)/n )L

Vn
n+1
B S+S(n—1)/nS]Jn +S(n—2)/nszln+._‘+Sllns(n—l)/n +s L
n+1
n / .
zs(n—l)nsun
— i=0 L [22]

n+1
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gue es exactamente la ecuacién general de volumen seccional para los tipos dendro-
meétricos clasicos, denotada previamente como ecuacion [9].

Conclusiones

Se hademostrado la conjetura que se propuso al inicio de este trabajo. Fue posible la
generalizacion del procedimiento algebraico que se utiliza en las areas de mediciones fores-
tales y de cienciay tecnologia de la madera para determinar el volumen de los truncados de
paraboloide, cono y neiloide. Como consecuencia de ello se obtuvo, de una forma alternati-
va, la ecuacion general de volumen seccional. Aln cuando esta derivacion alternativa es al-
gebraicamente mas laboriosa que la derivacion original de Cruz de Leén (2010), no lo es
mucho mas que el procedimiento utilizado en |a literatura tradicional para derivar las ecua-
ciones [6-8], correspondientes a truncados de las figuras mencionadas. De esta forma, el
material que aporta el presente trabajo puede conectarse directamente con los conocimien-
tos convencionales sobre el temay ampliar el alcance de los mismos.
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