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Re su men
El pre sen te tra ba jo se re fie re a la teo ría clá si ca de la for ma y es ti ma ción de vo lu men
de tron cos de ár bol y seg men tos de los mis mos. Se de ri va, de una ma ne ra al ter na ti va
a la que se en cuen tra en li te ra tu ra re cien te, la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal 
para trun ca dos de só li dos de re vo lu ción que se uti li zan en el mo de lo clá si co de un
tron co de ár bol. Las ecua cio nes de vo lu men co no ci das para los trun ca dos de las geo -
me trías con si de ra das en di cho mo de lo, pa ra bo loi de, cono y nei loi de, son sólo ca sos
par ti cu la res de la ecua ción ge ne ral. La de ri va ción al ter na ti va que aquí se pre sen ta,
re sul ta de ge ne ra li zar el pro ce di mien to al ge brai co co no ci do en la li te ra tu ra tra di cio nal 
para de ri var las ecua cio nes de vo lu men de los trun ca dos re fe ri dos.

Pa la bras cla ve: me di cio nes fo res ta les, den dro me tría.

Abstract
Alter na ti ve de ri va tion of the ge ne ral sec tio nal vo lu me equa tion for the clas si cal
geo me tries of tree stem
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The pre sent work re fers to the clas si cal theory of form and vo lu me es ti ma tion of tree
stems and seg ments of them. It is de ri ved, in an al ter na ti ve way to the one found in re -
cent li te ra tu re, the ge ne ral vo lu me sec tio nal equa tion for frus tums of so lids of re vo lu -
tion used in the tree stem clas si cal mo del. The known frus tum vo lu me equa tions for
the re gar ded geo me tries in such mo del, pa ra bo loid, cone and nei loid, are only par ti cu -
lar ca ses of the ge ne ral equa tion. The al ter na ti ve de ri va tion, shown here, re sults from
the ge ne ra li za tion of the al ge braic pro ce du re to de ri ve the vo lu me equa tions of tho se
frus tums, known in the tra di tio nal li te ra tu re.

Key words: fo rest mea su re ments, den dro metry.

Intro duc ción
La es ti ma ción del vo lu men de tron cos de ár bol es una de las ta reas pri ma rias en las

áreas fo res tal y de cien cia y tec no lo gía de la ma de ra. Por ejem plo, se re quie re para la rea li -
za ción de in ven ta rios fo res ta les y es tu dios de cre ci mien to, tan to en plan ta cio nes como en
áreas de bos que na tu ral, ya sea para apro ve cha mien to de ma de ra o para in ves ti ga ción
(West 2004). Exis te una am plia va rie dad de mé to dos uti li za dos para la es ti ma ción del vo lu -
men en cues tión. Entre ellos, se rán de in te rés para el pre sen te tra ba jo, los mé to dos sec cio -
na les y los mé to dos con base en fun cio nes de per fil o ahu sa mien to, que se dis cu ten a
con ti nua ción.

En los mé to dos sec cio na les, el vo lu men de una sec ción lon gi tu di nal o seg men to de
tron co de lon gi tud de ter mi na da, se apro xi ma como el de un ci lin dro con la mis ma lon gi tud y
un área me dia de sec ción trans ver sal de fi ni da que dis tin gue a cada mé to do (Avery y Bur hart
2002). Inclu so, exis ten mé to dos sec cio na les ex clu si vos para es ti mar el vo lu men de las tro -
zas que se ob tie nen de la par te más baja de un tron co de ár bol, de bi do a que con tie nen la
ma de ra de ma yor ca li dad y cos to (Bru ce 1982, Pat ter son y Do rus ka 2004).

Por su par te, en los mé to dos con base en fun cio nes de per fil, se de ter mi na una fun -
ción del per fil com ple to del tron co y con ella se ge ne ra un só li do de re vo lu ción que mo de la su 
geo me tría. Me dian te la de ter mi na ción del vo lu men del só li do se es ti ma el vo lu men del tron -
co (West 2004).

La de ter mi na ción de la for ma de un tron co de ár bol re pre sen ta por sí mis mo un pro ble -
ma com ple jo (Brack 1999). Exis ten en la li te ra tu ra dos ma ne ras de ha cer lo: una de ellas es a
tra vés de ba ses cien tí fi cas, prin ci pal men te hi pó te sis me cá ni cas (Lar son 1963, McMahon
1973, Dean y Long 1986) y la otra de ma ne ra em pí ri ca a tra vés de fun cio nes de per fil. En el
pri mer caso, los es tu dios son fun da men ta les pero es ca sos. Las teo rías exis ten tes pre di cen
geo me trías ele men ta les que no re pre sen tan la for ma de un tron co real. El mé to do con ven -
cio nal uti li za do ac tual men te para mo de lar la for ma com ple ta de un tron co de ár bol es me -
dian te fun cio nes de per fil. Se de ter mi na una fun ción de per fil que pro por cio ne una
apro xi ma ción al diá me tro de la sec ción trans ver sal cir cu lar del tron co como fun ción de la al -
tu ra. Aún cuan do son muy pre ci sas, las fun cio nes de per fil se de ter mi nan de ma ne ra em pí ri -
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ca, y por es pe cie de ár bol, a tra vés de fun cio nes que se ajus tan es ta dís ti ca men te a da tos
ex pe ri men ta les. Algu nas de es tas fun cio nes son muy com ple jas en su for ma y re quie ren de
mé to dos nu mé ri cos para de ter mi nar el vo lu men del só li do de re vo lu ción res pec ti vo (West
2004, Van Laar y Akça 2007).

Las fun cio nes de per fil que pre do mi na ron en el cam po de las me di cio nes fo res ta les
has ta hace apro xi ma da men te tres dé ca das co rres pon den a geo me trías sim ples. Con di -
chas fun cio nes se ge ne ran los só li dos de re vo lu ción: ci lin dro, pa ra bo loi de, cono y nei loi de. A 
las geo me trías an te rio res, se les re fe ri rá aquí como geo me trías clá si cas o ti pos den dro mé -
tri cos clá si cos, de acuer do con Dié guez-Aranda et al. (2003).

Uni fi can do la in for ma ción con te ni da en la li te ra tu ra tra di cio nal, se pue de con cluir que
la geo me tría de la ma yo ría de los seg men tos o tro zas de un tron co de ár bol está al re de dor
de un trun ca do de cono y en tre los trun ca dos de pa ra bo loi de y nei loi de (Gra ves 1906, Bel -
yea 1931, Chap man y Me yer 1949). Por lo tan to, es tas son las tres geo me trías más im por -
tan tes para mo de lar la for ma de un tron co de ár bol por sec cio nes des de un pun to de vis ta
clá si co. En ge ne ral, la par te baja del tron co se con si de ra de for ma apro xi ma da a un trun ca do 
de nei loi de, la par te in ter me dia a un trun ca do de pa ra bo loi de y el úl ti mo seg men to que con -
tie ne a la pun ta se apro xi ma a un cono o a un pa ra bo loi de (Husch et al. 1982, Avery y Burk -
hart 2002, Van Laar y Akça 2007).

El mo de lo clá si co de un tron co de ár bol dejó de ser pre do mi nan te por los mo ti vos si -
guien tes: i) se ob ser van va ria cio nes en la for ma de tron cos de ár bol en tre di fe ren tes es pe -
cies por lo que no con vie ne uti li zar un mo de lo ge ne ral; ii) no es prác ti co el te ner que uti li zar
di fe ren tes geo me trías para las di fe ren tes sec cio nes de un mis mo tron co ya que no es po si -
ble de ter mi nar con pre ci sión en don de ter mi na una y co mien za la otra (West 2004). Estos in -
con ve nien tes, se re suel ven de ter mi nan do una fun ción de per fil para el tron co com ple to, y
por es pe cie, de acuer do con lo que se rea li za ac tual men te. A pe sar de lo an te rior, la teo ría
clá si ca ha per ma ne ci do por más de un si glo como una re fe ren cia im pres cin di ble tan to en en -
se ñan za como en in ves ti ga ción (Gra ves 1906, Cruz de León y Uran ga-Valencia 2013).

Otro pro ble ma fun da men tal en las me di cio nes fo res ta les es la de ter mi na ción del vo lu -
men de tro zas de un tron co de ár bol, ya que los tron cos se sec cio nan en tro zas para fa ci li tar
su ma ne jo y pos te rior pro ce sa mien to para la ob ten ción de ma de ra co mer cial. En prin ci pio,
una vez que se tie ne la for ma del tron co de ár bol, me dian te mé to dos ma te má ti cos, se pue de
de ter mi nar el vo lu men del tron co to tal o de un seg men to del mis mo. Sin em bar go, para de -
ter mi nar el vo lu men de una tro za, se debe co no cer exac ta men te a qué seg men to del tron co
com ple to ori gi nal co rres pon de. Es de cir, co no cer la po si ción que ocu pa ban en el tron co ori -
gi nal los ex tre mos del seg men to que co rres pon de a la tro za, lo que no es po si ble por que no
se re gis tra di cha in for ma ción, y al fi nal se ca rac te ri zan in di vi dual men te. Por esta ra zón, en la
prác ti ca, es im pe ra ti vo de ter mi nar el vo lu men de las tro zas con base en su lon gi tud y las
áreas de las sec cio nes trans ver sa les de sus ex tre mos o de su par te me dia. Ma te má ti ca men -
te, lo an te rior sig ni fi ca pa sar de va ria bles de po si ción a va ria bles de áreas de sec cio nes
trans ver sa les, lo cual, se lo gra me dian te pro ce di mien tos al ge brai cos.
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Como en la teo ría clá si ca la for ma de un tron co de ár bol se mo de la uti li zan do los só li -
dos de re vo lu ción, pa ra bo loi de, cono y nei loi de, los seg men tos o tro zas co rres pon den a
trun ca dos de di chos só li dos. Por esta ra zón, es im por tan te co no cer el vo lu men de los mis -
mos. Des de hace más de un si glo se tie ne co no ci mien to de las fór mu las para ob te ner di chos
vo lú me nes (Gra ves 1906). Has ta don de se sabe, no se ha bía ob ser va do una re la ción o
víncu lo en tre ellas. Cruz de León (2010) de ri vó una ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal,
de la cual, las fór mu las de vo lu men sec cio nal para las geo me trías en cues tión, se ob tie nen
di rec ta men te como ca sos par ti cu la res. Aún cuan do la ecua ción ge ne ral re fe ri da es de in te -
rés para el área fo res tal y de cien cia y tec no lo gía de la ma de ra, su de ri va ción fue rea li za da
de ma ne ra bre ve y di rec ta des de un pun to de vis ta esen cial men te ma te má ti co sin re la ción
con pro ce di mien tos ma te má ti cos fa mi lia res so bre el tema en di chas áreas.

Para tra tar de vin cu lar a la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal con pro ce di mien -
tos ma te má ti cos co no ci dos en la li te ra tu ra de las áreas men cio na das, en el pre sen te tra ba -
jo, se su pu so que la ecua ción ge ne ra li za da ob te ni da por Cruz de León (2010), tam bién
de be ría ob te ner se si fue ra po si ble ge ne ra li zar el pro ce di mien to al ge brai co me dian te el cual
se ob tie nen las fór mu las de vo lu men para pa ra bo loi de, cono y nei loi de en di cha li te ra tu ra. La 
su po si ción an te rior re pre sen tó la con je tu ra a pro bar en el pre sen te tra ba jo. Los re sul ta dos
mues tran que fue po si ble lle var a cabo di cha ge ne ra li za ción y se de ri vó, de esta for ma al ter -
na ti va, la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal.

Me to do lo gía
En el pre sen te tra ba jo, se uti li za ron mé to dos y mo de los de la teo ría clá si ca de es ti ma -

ción de for ma y vo lu men en me di cio nes fo res ta les. De igual manera se hizo uso de cálcu lo y
mé to dos al ge brai cos ele men ta les en la ob ten ción de re sul ta dos. El ma te rial se ña la do se
des cri be a con ti nua ción.

Geo me trías clá si cas de tron co de ár bol o ti pos den dro mé tri cos clá si cos
 La for ma de un tron co de ár bol pue de mo de lar se, por sec cio nes, me dian te geo me -

trías de só li dos de re vo lu ción ele men ta les. La fun ción ge ne ra triz, y, de di chos só li dos, como
fun ción de la al tu ra, x, se de fi ne a tra vés de la ecua ción

y p xn
n2  [1]

en don de pn es una cons tan te po si ti va, y n es una po ten cia de no mi na da el ex po nen te
de for ma (Gra ves 1906). Al ro tar la fun ción y, 360° al re de dor del eje x, en un sis te ma de coor -
de na das xyz, con si de ran do el vo lu men que en cie rra la su per fi cie res pec ti va, se ge ne ra un
só li do de re vo lu ción para cada va lor de n. Las geo me trías co mún men te con si de ra das en la
li te ra tu ra tra di cio nal se re fie ren a n = 0, 1, 2, y 3, que co rres pon den a ci lin dro, pa ra bo loi de,
cono y nei loi de, res pec ti va men te, a las que se de no mi na rá geo me trías clá si cas o ti pos den -
dro mé tri cos clá si cos (Dié guez-Aranda et al. 2003).
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De acuer do a lo des cri to en el pá rra fo pre vio, un só li do de re vo lu ción para n en te ro po -
si ti vo, se si túa en un sis te ma de coor de na das xyz con su pun ta en el ori gen y con su eje de si -
me tría a lo lar go del eje x po si ti vo. De esta for ma, la va ria ble x co rres pon de a la al tu ra y se
mide a par tir de la pun ta. El área de la sec ción trans ver sal se in cre men ta al au men tar la al tu -
ra. Por lo tan to, el vo lu men to tal para cada una de es tas geo me trías, con si de ran do que su al -
tu ra to tal es H, y que se de no ta rá aquí como VT,n, está dado por la ecua ción

V y dx p x dx p
n

HT n

H

n
nH n n

,   
   

2

0 0

1

1
[2]

Mé to dos de vo lu men sec cio nal
Por sim pli ci dad, a sec cio nes lon gi tu di na les de tron co de ár bol o en su caso, a tro zas

del mis mo, se les de no mi na rá in dis tin ta men te como seg men tos de tron co. Cual quier mé to -
do sec cio nal para es ti mar el vo lu men de un seg men to de tron co, de lon gi tud L, se re fie re al
vo lu men de un ci lin dro y pue de es cri bir se como

V SL [3]
en don de S es una área de sec ción trans ver sal pro me dio (Avery y Burk hart 2002). Lo

que de fi ne a un mé to do sec cio nal par ti cu lar, es la for ma de S como fun ción de áreas de sec -
cio nes trans ver sa les de ter mi na das del seg men to. Estos mé to dos sec cio na les co rres pon -
den a ca sos par ti cu la res de mé to dos apro xi ma dos del cálcu lo para es ti mar el vo lu men de
só li dos de re vo lu ción (Ste wart 2002, Cruz de León y Uran ga-Valencia 2013)

Ecua cio nes de vo lu men sec cio nal para trun ca dos de los ti pos den dro mé tri cos
clá si cos 

Con si dé re se un seg men to o trun ca do de los ti pos den dro mé tri cos clá si cos de lon gi -
tud L, que se en cuen tra en tre x = x1 y x = x2, con x1 < x2 y L = x2 - x1. Los vo lú me nes exac tos
Vn, para ta les trun ca dos, es tán da dos por la ecua ción

 V y dx p
n

x xn x

x n n n 


  
2

2
1

1
1

1

2

1
[4]

Con si dé re se tam bién que s y S son las áreas de las sec cio nes trans ver sa les para los
ex tre mos si tua dos en  x = x1 y x = x2, res pec ti va men te. Des pués de ha cer el cam bio de va ria -
bles de x1 y x2 a s y S, y de rea li zar tra ba jo al ge brai co en la ecua ción [4] para n=0, 1, 2 y 3, re -
sul tan los si guien tes vo lú me nes de seg men to o trun ca do para los ti pos den dro mé tri cos
clá si cos

V S L s L S L0 0  ( ) ( ) [5]

V S s L S L1 1
2

 





  [6]
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V S Ss s L S L2 2
3

  









  [7]

y

V S S s Ss s L S L3

23 23

3
4

   













 [8]

(Rom han de la Vega et al. 1994). Como las mis mas ecua cio nes [5-8] lo in di can, se tra -
ta de ecua cio nes de vo lu men sec cio nal en don de el área me dia de sec ción trans ver sal, para
ci lin dro, pa ra bo loi de, cono y nei loi de, de no ta das como S 0 , S1, S 2  y S 3 , es tán de fi ni das por
las ex pre sio nes en tre pa rén te sis, res pec ti va men te. En par ti cu lar, para ci lin dro s S S  0 .
Aquí, cabe se ña lar nue va men te que, de acuer do a la li te ra tu ra, las geo me trías de in te rés
para el mo de lo clá si co de un tron co de ár bol co rres pon den a n=1, 2, y 3.

Ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal
La ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal co rres pon dien te a cual quier só li do de re -

vo lu ción ob te ni do me dian te la fun ción ge ne ra triz de los ti pos den dro mé tri cos clá si cos, para
n en te ro po si ti vo, de ri va da por Cruz de León (2010), está dada por

V
S s

n
Ln

n i in

i

n



























0

1
[9]

Esta ecua ción fue de ri va da di rec ta men te de la ecua ción [4] uti li zan do una ex pre sión
al ge brai ca co no ci da en la li te ra tu ra ma te má ti ca para la di fe ren cia de dos tér mi nos ele va dos
a la mis ma po ten cia en te ra po si ti va y rea li zan do el cam bio de va ria bles de po si ción al de
áreas de las sec cio nes trans ver sa les en los ex tre mos de los trun ca dos. Pue de ve ri fi car se
que para n=1, 2 y 3, a par tir de la ecua ción [9], se re cu pe ran fá cil men te las ecua cio nes sec -
cio na les [6-8] co rres pon dien tes a los vo lú me nes de trun ca dos, de lon gi tud L, de pa ra bo loi -
de, cono y nei loi de, res pec ti va men te. Esta es la ecua ción que se ha pro pues to de ri var en
este tra ba jo me dian te un pro ce di mien to ma te má ti co al ter na ti vo que co rres pon de a la ge ne -
ra li za ción del pro ce di mien to al ge brai co que con du jo a las ecua cio nes [6-8], se gún se des cri -
be en se gui da.
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Re sul ta dos

De ri va ción al ter na ti va de la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal para los
ti pos den dro mé tri cos clá si cos

Si un trun ca do de só li do de re vo lu ción, de lon gi tud L, y áreas de sec ción trans ver sal s
en x = x1 y S en x = x2, se ge ne ra me dian te la ecua ción y p xn

n2  , en ton ces
s y p xn

n  1
2

1 [10]
y

S y p xn
n  2

2
2 [11]

o bién,

p s
x

S
xn n n

 
1 2

[12]

Inver sa men te,
x
s

x
S

n n
1 2 [13]

Si la fun ción ge ne ra triz para un só li do de re vo lu ción está de fi ni da me dian te la ecua -
ción y p xn

n2  , en ton ces el vo lu men de un trun ca do de di cho só li do que va de x = x1 a x = x2,
con x1 < x2, está dado por la ecua ción [4], que, por co mo di dad, se re pro du ce nue va men te
aquí

 V y dx p
n

x xn x

x n n n 


  
2

2
1

1
1

1

2

1
[4]

Usan do las ecua cio nes [10] y [11], la ecua ción [4] pue de es cri bir se en la for ma

V
Sx sx

nn 



( )2 1

1
[14]

Des pe jan do x1 y x2 de la re la ción L = x2 - x1 y sus ti tu yén do las en la ecua ción [14], se
tie ne que

V
S x L s x L

n
S s L Sx sx

nn 
  




  


( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1
[15]

Por otro lado, des pe jan do x1 de la ecua ción [13], Sx1 pue de es cri bir se como

Sx S
s x
S

S s x
n

n
n n n

1

1
2

1
1 1

2  
/

/
( )/ / [16]

Uti li zan do el he cho de que x2 = x1 + L, la ecua ción [16] tam bién pue de ex pre sar se
como
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Sx S s x L S s L S s xn n n n n n n n n
1

1 1
1

1 1 1 1     ( )/ / ( )/ / ( )/ /( ) 1 [17]

Re pi tien do el pro ce di mien to an te rior en el se gun do tér mi no a la de re cha de la ecua -
ción [17], se ob tie ne

Sx S s L S s
s x
S

S sn n n n n n
n

n
n n

1
1 1 1 1

1
2

1
1    ( )/ / ( )/ /

/

/
( )/ 1 2 2

2

1 1 2 2
1

/ ( )/ /

( )/ / ( )/ / (

n n n n

n n n n n n

L S s x

S s L S s x



  



  L

S s L S s L S s xn n n n n n n n n

)
( )/ / ( )/ / ( )/ /    1 1 2 2 2 2

1

[18]

Apli can do el mis mo pro ce di mien to (n-1) ve ces, para un en te ro po si ti vo n, re sul ta
Sx S s L S s L S sn n n n n n n n n n

1
1 1 2 2 1       ( )/ / ( )/ / ( ( ))/ ( 1 1 1

1

1 1 2

)/ ( ( ))/ ( )/

( )/ / ( )/

n n n n n n

n n n n

L S s x

S s L S



 

  

  n n n n n n n ns L S s L S s x2 1 1 1 1
1

/ / ( )/ / ( )/   
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Si mi lar men te, des pe jan do x2 de la ecua ción [13] y sus ti tu yén do la en el tér mi no sx2, se
tie ne que
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Por lo tan to,
( ) ( )/ / ( )/ / / ( )Sx sx S s L S s L S sn n n n n n n n

1 2
1 1 2 2 1 1      

 
/

( )/ / ( )/ / / ( )/

n

n n n n n n n n n

L

S s S s S s L     1 1 2 2 1 1
[21]

Fi nal men te, sus ti tu yen do la ecua ción [21] en la ecua ción [15], se ob tie ne la ecua ción
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que es exac ta men te la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal para los ti pos den dro -
mé tri cos clá si cos, de no ta da pre via men te como ecua ción [9].

Con clu sio nes
Se ha de mos tra do la con je tu ra que se pro pu so al ini cio de este tra ba jo. Fue po si ble la

ge ne ra li za ción del pro ce di mien to al ge brai co que se uti li za en las áreas de me di cio nes fo res -
ta les y de cien cia y tec no lo gía de la ma de ra para de ter mi nar el vo lu men de los trun ca dos de
pa ra bo loi de, cono y nei loi de. Como con se cuen cia de ello se ob tu vo, de una for ma al ter na ti -
va, la ecua ción ge ne ral de vo lu men sec cio nal. Aún cuan do esta de ri va ción al ter na ti va es al -
ge brai ca men te más la bo rio sa que la de ri va ción ori gi nal de Cruz de León (2010), no lo es
mu cho más que el pro ce di mien to uti li za do en la li te ra tu ra tra di cio nal para de ri var las ecua -
cio nes [6-8], co rres pon dien tes a trun ca dos de las fi gu ras men cio na das. De esta for ma, el
ma te rial que apor ta el pre sen te tra ba jo pue de co nec tar se di rec ta men te con los co no ci mien -
tos con ven cio na les so bre el tema y am pliar el al can ce de los mis mos.

Agra de ci mien tos
El pre sen te tra ba jo fue de sa rro lla do como par te de un pro yec to de in ves ti ga ción apo -

ya do por la Coor di na ción de la Inves ti ga ción Cien tí fi ca de la Uni ver si dad Mi choa ca na de
San Ni co lás de Hi dal go.
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