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Re su men
Estu dia mos el efec to de un cam po mag né ti co uni for me per pen di cu lar a un cris tal bi di -
men sio nal en el es pec tro de ener gía de los elec tro nes en la apro xi ma ción de ama rre
fuer te. Para una red cris ta li na cua dra da, que en au sen cia del cam po ex ter no es re gi -
do por una ecua ción cuán ti ca no re la ti vis ta, no ta mos que el cam po mag né ti co pro du -
ce el bien co no ci do es pec tro de la ma ri po sa de Hofs tad ter. Cuan do el cris tal tie ne una
es truc tu ra he xa go nal, a ba jas ener gías, la ecua ción de mo vi mien to para los por ta do -
res de car ga es re la ti vis ta. La co rres pon dien te  ma ri po sa ge ne ra da en pre sen cia del
cam po mag né ti co se mo di fi ca. Sin em bar go, el es pec tro del cua dra do del Ha mil to nia -
no de ama rre fuer te para el caso he xa go nal nos re pro du ce dos co pias de la ma ri po sa
ori gi nal de Hofs tad ter con sig nos cam bia dos, tal cual se ob ser va en la for ma no re la ti -
vis ta de la ecua ción de Di rac.
Pa la bras Cla ve: Gra fe no, Ma ri po sa de Hofs tad ter, ecua ción de Di rac.

Abstract
We studied the im pact of a uni form mag ne tic field per pen di cu lar to a bi-dimensional
crystal in the energy spec trum for elec trons in the tight-binding ap pro xi ma tion. For a
squa re lat ti ce, which in ab sen ce of ex ter nal fields is go ver ned by a non-relativistic
wave equa tion, we no ti ced that the mag ne tic field pro du ces the well-known spec trum
of the Hofs tad ter but terfly. When the crystal has a he xa go nal struc tu re, at low ener gies 
the equa tion of mo tion for the char ge ca rriers is re la ti vis tic. The co rres pon ding but -
terfly ge ne ra ted in pre sen ce of the mag ne tic field gets mo di fied. Ho we ver, the spec -
trum of the squa red tight-binding Ha mil to nian for the he xa go nal lat ti ce re pro du ces two 
co pies of the ori gi nal Hofs tad ter but terfly, with dif fe rent signs, in ana logy to what hap -
pens in the non-relativistic form of the Di rac equa tion.
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Introducción
Para los sistemas macroscópicos, las leyes físicas que mejor describen su estado

de movimiento, es decir, su evolución temporal, son las de la mecánica clásica. En dos
límites extremos estas leyes dejan de ser válidas, en el límite de distancias pequeñas, es
decir, para sistemas microscópicos, donde las leyes de Newton deben cambiarse por las
leyes de la mecánica cuántica, y en el límite de altas energías, es decir, el de los siste-
mas relativistas, donde las leyes físicas mantienen su forma de acuerdo a los principios
de Teoría de la Relatividad Especial de Einstein. Ambos sistemas están caracterizados
por constantes fundamentales, la constante de Planck para los sistemas cuánticos y la
velocidad de la luz en el vacío, c, para los sistemas relat ivistas o de altas energías (ver,
p. ej. [1,2]). La física de partículas elementales se describe en términos de una mecánica
cuántica relativista, llamada teoría cuántica de campos, que se rige tanto por como por
c. Es por esta razón que usualmente se utiliza un conjunto de unidades naturales que se
describen fijando

En la mecánica cuántica ordinaria, la ecuación de movimiento para una partícula
de masa , que se mueve en una dimensión bajo la influencia de un potencial ,
llamada ecuación de Schrödinger

es una ecuación en derivadas parciales, lineal en el tiempo y de segundo orden en las
derivadas espaciales. Por esto, es incapaz de describir aspectos relativistas de, por
ejemplo, un electrón. La Teoría de la Relatividad Especial de Einstein, requiere que en
toda ley física, las coordenadas temporales y espaciales sean tratadas al mismo nivel.
Esto implica que para una ecuación de onda relativista, las derivadas temporales y espa-
ciales deben ser del mismo orden. En el caso de una partícula libre, es decir, cuando

la ecuación de Schrödinger relaciona la energía y el momento de una partícu-
la de la forma

llamada relación de dispersión no relativista.
El camino hacia una formulación correcta para la descripción de electrones en un

contexto cuántico relativista fue trazado por Paul Adrian Dirac (ver, p. ej. [2]) proponiendo
una ecuación --que ahora lleva su nombre--, que es lineal en las coordenadas espaciales
y temporales, de acuerdo a los postulados de la relatividad especial, y que a su vez es
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consistente con los postulados de la mecánica cuántica, en particular, con la interpreta-
ción estadística de la función de onda. Dicha ecuación tiene carácter matricial, y en for-
ma covariante se escribe

donde son las matrices de Dirac, que verifican el álgebra de Clifford y
representa el cuadrivector de coordenadas del espacio-tiempo. Aquí, es el tensor

métrico del espacio de Minkowski. En su representación irreducible, estas matrices tie-
nen dimensión y una representación explícita para ellas es

siendo la matriz identidad y las matrices son las matrices de Pauli.
Entonces, se representa mediante un vector columna de 4 componentes, llamado
espinor, lo que garantiza que en consistencia con la interpretación proba-
bilística de la ecuación de onda. Más aún, la energía de las partículas descritas por la
ecuación de Dirac es de la forma

que en el límite ultrarelativista, es decir, cuando la masa es despreciable, nos da una
relación de lineal entre la energía y el momento de la partícula,

Además, el maridaje entre la mecánica cuántica y la teoría de la relat ividad espe-
cial nos obliga a que, en aras de salvaguardar el principio de conservación de la energía,
debamos aceptar la existencia de antimateria. Es decir, la ecuación de Dirac es una
ecuación que describe electrones (materia) y positrones (antimateria), que tienen las
mismas propiedades (masa, espín, energía, momento), pero cuya carga eléctrica es de
signo opuesto. La ecuación de Dirac libre posee una forma no relativista bien estableci-
da, con dos posibles signos para la energía. Dicha forma se obtiene a través de la trans-
formación de Foldy-Wouthuysen [3,4] y resulta en una ecuación de Schrödinger de la
forma

donde es el Hamiltoniano libre en la representación de Foldy-Wouthuysen, que sa-
tisface la ecuación estacionaria de Schrödinger
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La forma diagonal de nos indica que esta ecuación posee dos valores propios

para la energía , que son de igual magnitud pero signo contrario.
Ante el contraste de descripciones entre sistemas cuánticos relativistas y no relati-

vistas, se antoja imposible tratar de describir un sistema de estado sólido, manipulable
en un laboratorio universitario, mediante ecuaciones de onda relativistas. Afortunada-
mente, en el año 2004 fue descubierto en Manchester, Reino Unido, un material bidi-
mensional, el grafeno, que consta de una red de átomos de carbono empacados en un
arreglo de tipo panal de abeja de un solo átomo de espesor [5]. Por los experimentos
realizados en este material, fueron galardonados con el Premio Nobel de Física 2010 los
Dres. Andrei Geim y Konstantin Novoselov.

Es bien sabido que los sólidos, que son sistemas microscópicamente muy compli-
cados de describir, se pueden entender como si estuvieran compuestos de partículas
ficticias que interactúan débilmente en el espacio libre, como si el cristal no existiera. Por
ejemplo, cuando un electrón se propaga en un semiconductor, su movimiento se perturba
de una forma muy complicada debido a sus interacciones con el resto de los electrones y
núcleos del material, pero este movimiento se puede describir de manera aproximada
como el de un electrón con una masa efectiva (distinta a la masa real del electrón) que
se mueve libremente en el espacio. Estos objetos ficticios son llamados cuasipartículas,
y son útiles para describir propiedades eléctricas, mecánicas y térmicas de los materia-
les. A bajas energías, las cuasiparticulas portadoras de carga del grafeno, llamadas en
ocasiones grafinos [6,7], se comportan como electrones sin masa (o neutrinos con carga)
en el sentido de que la relación energía-momento es lineal para estas excitaciones. A
diferencia de los electrones ordinarios, los grafinos se mueven a la velocidad de Fermi

[8], de modo que no son genuinamente relativistas, pero si tomamos un nue-

vo sistema de unidades en el que entonces podemos describirlos a través de
ecuaciones de onda relativistas [9].

Un fenómeno que nos interesa explorar es el impacto de un campo magnét ico
uniforme perpendicular a la membrana del grafeno sobre los valores de la energía de
estas cuasipartículas a medida que la intensidad del campo aumenta. Para contrastar,
consideramos el llamado problema de Hofstadter [10], en el que se observa que el es-
pectro de energía para un cristal bidimensional de un arreglo cuadrado sujeto a un cam-
po magnético perpendicular al cristal conlleva a un espectro fractal, la llamada Mariposa
de Hofstadter. Nos proponemos comparar los espectros resultantes en términos de tomar
“la raíz cuadrada de una mariposa”. Para ello, argumentamos que los valores de la
energía que describen la Mariposa de Hofstadter y que corresponden a los valores pro-
pios del Hamiltoniano de amarre fuerte para la red cuadrada son los mismos valores
propios del cuadrado del Hamiltoniano de amarre fuerte en la red de grafeno. O sea, la
mariposa de la red del grafeno se obtiene “tomando la raíz cuadrada” de la correspon-
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diente a la red cuadrada. Este trabajo está organizado de la siguiente manera: En la
siguiente sección estudiamos la red cuadrada en ausencia de campos magnéticos y
exploramos cómo surge el espectro de Hofstadter. Enseguida exploramos la red hexago-
nal. Estudiamos su estructura de bandas y la mariposa de Hofstadter para la red hexa-
gonal, llamada mariposa de Hofstadter-Rammal [11] o de Hofstadter-Dirac, nombre que
nosotros adoptamos. Para interpretar nuestros resultados, mostramos la equivalencia
entre la red cuadrada (monopartita) con la hexagonal (bipartita), para después relacionar
los espectros en ambos casos a través de la raíz cuadrada de la mariposa original. Este
trabajo está basado en la tesis [12].

Figura 1. La red cristalina cuadrada. Los vecinos cercanos correspondientes al sitio se encuentran arriba y abajo,
sobre la línea vertical, y a la derecha y a la izquierda, sobre la línea horizontal que pasan por dicho punto.

Red Cuadrada
Consideremos una red cuadrada, donde se acomodan “átomos” de una sola espe-

cie en una cuadrícula de espaciado La función de onda del sitio , es
llamada , de acuerdo la Figura 1. Tomando en cuenta solamente la interacción con
sus vecino cercanos, es decir, con el electrón del átomo exactamente arriba, abajo (in-
crementando o disminuyendo una unidad de a lo largo del eje ), el de la derecha y la
izquierda (haciendo lo propio con a lo largo del eje ) del sit io de interés, tenemos que
[13]

,
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donde es la integral de transferencia o de salto. Usando el teorema de Bloch bidimen-
sional [13],

,

podemos reducir la expresión en la forma

.

Con esto, obtenemos la forma del espectro de energía

.

el cual se muestra en la Figura 2. Nótese que la expansión para de la energía
toma la forma,

.

donde es la masa efectiva del portador de carga. Esta es una relación cuadrática
entre la energía y el momento, porque la dinámica en este arreglo cristalino es mejor
descrita por la ecuación de Schrödinger.

Figura 2. Estructura de bandas de energía para la red cuadrada bidimensional. El espectro es periódico en ambas direccio-
nes. Los mínimos locales son aproximados de forma parabólica.
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Influencia del Campo Magnético
Procedemos ahora a incluir la inf luencia del campo magnético en el espectro de

energía. Consideremos un campo magnético uniforme perpendicular al plano del cristal.
Recordemos que el operador del momento es el generador de traslaciones espaciales,

,

donde es el operador de traslación, el cual nos da el valor de la función de onda
desplazada en la forma

.

Si añadimos el campo magnético, el operador de momento se reemplaza por un

operador que incluye al potencial vectorial magnético [13], mediante ,
que es la llamada sustitución de Peierls. Esto es, el efecto del campo magnético introdu-
ce un factor de fase extra en una función de onda trasladada. Así :

.

Si el camino a lo largo del cual realizamos la integración es cerrado, la función de
onda trasladada adquiere un factor de fase de la forma , donde es el número
de flujos cuánticos que pasan a través de la superficie encerrada por el camino.
Además, si el potencial magnético está definido en la norma de Landau,

, podemos reducir un problema 2-dimensional a uno 1-dimensional. De
esta forma, la función de onda se puede escribir como el producto de una onda plana
que depende solamente de y una función que sólo depende de , es decir,

,

donde podemos observar que el efecto del campo magnético solamente está presente
en la dirección del sistema coordenado. El teorema de Bloch, en este caso, adquiere la
forma,

.

Con estos resultados, nuestra aproximación de amarre fuerte se escribe ahora
como

.
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Sin pérdida de generalidad, tomamos Así, obtenemos la forma final de la
ecuación de amarre fuerte, llamada ecuación de Harper,

.
Esta ecuación también describe a un electrón que se mueve a lo largo de una

cadena lineal en un potencial periódico . La ec. de Harper ha sido estu-
diada en gran detalle, por ejemplo, en la Ref. [14]. Es interesante observar que esta
ecuación posee una dualidad cuando el flujo magnético es sustituido por su inverso,
llamado . El espectro depende de , y se obtiene de diagonalizar el siguiente Hamilto-

niano al tomar ,

donde es el potencial periódico. Los parámetros y corres-
ponden a la transformación conjugada de una rotación conmensurable y una dilatación,
que es una simetría del problema que estamos estudiando. Una rotación arbitraria de la
red cristalina por un ángulo en general no deja invariante al cristal.

Figura 3. La mariposa de Hofstadter. Cada punto en el espectro corresponde a un valor permitido para la energía. El impac-
to del campo externo hace que dicho espectro adquiera una forma multifractal.

Sin embargo, si tomamos
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con y enteros, primos relat ivos, decimos que la rotación es conmensurable.
Cuando además de la rotación conmensurable, hacemos una dilatación del espaciamien-
to interatómico de la red tal que los eigenestados de la nueva red rotada estén re-
escalados por el factor con

la operación conjugada de rotación conmensurable y dilatación es una simetría del sis-
tema cristalino, lo cual es muy útil para explorar las simetrías del espectro de la ecuación
de Harper [14]. Para diagonalizar el Hamiltoniano anterior , escribimos como

con y enteros, primos relat ivos. Obtenemos así los eigenvalores para ese

valor específico de Barriendo todo el intervalo del inverso de flujo magnético, obtene-
mos los valores permitidos de la energía como función de El resultado es el espectro
conocido como la mariposa de Hofstadter [5], mostrado en la Figura 3. La mariposa de
Hofstadter fue el primer fractal que se formuló en la física. Nos da una versión gráfica del
espectro de energía de un electrón restringido a moverse en un potencial periódico bidi-
mensional bajo la influencia de un campo magnético perpendicular. Para cada valor de

, el espectro corresponde a valores discretos. Si fuera un número irracional, el es-
pectro correspondería a un conjunto infinito, no numerable de valores, que de hecho es
homeomorfo al conjunto de Cantor [10]. El hecho de que para valores irracionales de el
espectro corresponda a un conjunto infinito de medida cero, hace que aun cuando se
agregue el efecto de dichos valores, los niveles de energía se organizarán de acuerdo al
patrón mostrado en la Figura 3. Podemos ver que el espectro posee dos ejes de simetr-

ía en y en El ancho de banda, es decir, el intervalo donde yacen

todos los valores del espectro energía, es de pues el mínimo y el máximo eigenvalo-
res de para cualquier valor de yace en el intervalo En nuestro caso
tomamos por simplicidad. Réplicas de la figura de la mariposa, formada por las
cuatro alas en forma de equis, se repiten reiteradamente al interior de la misma, escala-
das por un factor que en general depende de la energía y del flujo magnético. Se dice
entonces que la mariposa de Hofstadter tiene una estructura multifractal. A continuación
nos proponemos repetir este ejercicio en el caso de la red hexagonal.
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Figura 4. La red cristalina del grafeno. Posee una forma de panal de abeja.

Red Hexagonal
Sabemos que el grafeno tiene una estructura cristalina de t ipo de panal de abeja

[5,8,9]. En otras palabras, es una red con una estructura hexagonal, como se muestra en
la Figura 4. Analicemos el modelo de amarre fuerte para este cristal, considerando sólo
interacciones de los vecinos cercanos. Ya que trabajamos con una celda unitaria que
contiene dos átomos en ella, clasificamos los átomos en dos subredes triangulares y
etiquetamos los sitios de una de ellas con (círculos blancos) y a los de la otra red con

(círculos negros), como se aprecia en la Figura 4. La ecuación de amarre fuerte es en
realidad un sistema de ecuaciones,

,

.

Ahora, los vectores primitivos de cada subred triangular son ,

. Estos vectores cumplen con , y en grafeno . Los

vectores primitivos de la red recíproca y satisfacen, , por lo que pode-

mos darles la siguiente representación, y . Entonces, el
teorema de Bloch para la red hexagonal nos permite escribir,
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,

.

Por otro lado, las funciones y son periódicas sobre la red recíproca, es

decir, , , donde y , son enteros, lo
que nos permite escribir

,

,

,

.

Si sustituimos estas expresiones en el sistema de ecuaciones de amarre fuerte,
tenemos

,

Este nuevo sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial como

.

De este modo, reducimos el problema de encontrar la estructura de bandas del
panal de abejas a un problema de valores propios [15]. Elevando al cuadrado, tenemos
que

,

de tal forma que los eigenvalores de la energía son
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Figura 5. Estructura de bandas del grafeno. Cerca de los puntos de Dirac, la estructura de bandas es cónica, por lo que en
esta región, los grafinos se comportan relativistamente.

El espectro correspondiente se muestra en la Figura 5. Tiene forma periódica en
las bandas de conductividad y de valencia, tocándose solamente en seis puntos, sólo
dos de los cuales son inequivalentes y son llamados puntos de Dirac. Entonces, las ban-
das de valencia y de conducción se tocan en puntos de Dirac, lo que nos dice que el

grafeno no es metal ni aislante. Se le clasifica como un semimetal. Cuando po-
demos ver que

,

donde hemos identificado al factor con la velocidad de Fermi [8], que al rempla-
zar los valores de la red cristalina, nos permite identificar . Este Hamiltoniano
es equivalente al de Dirac reducido a un plano [7]. La energía contiene dos signos , lo
que refuerza la idea de que la dinámica de los portadores de carga de la red hexagonal
está gobernada por la ecuación de Dirac. La forma cónica de la bandas de conducción y
valencia cerca de los puntos de Dirac son llamados conos de Dirac y es cerca de estos
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puntos donde precisamente se puede tener una descripción en términos completamente
relativistas de un sistema de materia condensada [9]. Veamos el problema de Hofstadter
para el grafeno.

Mariposa de Hofstadter-Dirac
Ahora estudiaremos el problema de Hofstadter para la red hexagonal. Como para

la red cuadrada, todos los parámetros como la orientación del campo magnético, la nor-
ma de Landau, etc. se mantienen igual, sólo notamos que la integral de transferencia es

en la dirección horizontal y 1 en cualquier otra dirección. El efecto del campo magnéti-
co, es decir, la fase que toma la función de onda y que mide el flu jo magnético en cada
hexágono unitario, se refleja de la siguiente manera

,

.

Figura 6. Mariposa de Hofstadter-Rammal o Hofstadter-Dirac. Cada punto en el espectro corresponde a un valor permitido
para la energía. El impacto del campo externo hace que dicho espectro adquiera una forma multifractal.

Entonces, el espectro lo obtenemos de resolver estas ecuaciones acopladas. Si-
guiendo el razonamiento de la sección anterior, luego de usar el teorema de Bloch para
la red hexagonal, convertimos este sistema en un problema de eigenvalores que depen-

de del inverso del flujo magnético. Al igual que antes, f ijamos y calculamos los

eigenvalores. Barriendo el rango completo de el resultado se muestra en la Figura 6.

Podemos ver que el espectro posee dos ejes de simetría en y en .

Además, aparecen dos mariposas similares a la cuadrada, una para y la otra para
. Aparecen réplicas de ésta mariposa, formadas por las cuatro alas, que se repiten
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reiteradamente al interior de la misma, escaladas por un factor dependiente de la energía
y del flujo magnético. La mariposa de Hofstadter-Dirac cuenta con una estructura multi-
fractal. El espectro de energía que se muestra en la Figura 6 se obtuvo para Se
puede ver que este espectro corresponde nuevamente a bandas o valores discretos de
la energía y que el ancho del intervalo de energías en este caso es en general .

Raíz cuadrada de una Mariposa
Una observación interesante ocurre cuando tomamos su cuadrado del Hamiltonia-

no de amarre fuerte para la red hexagonal,

Numéricamente se obtiene nuevamente el espectro de la mariposa de Hofstadter
cuadrada. Un análisis más cercano nos revela que en realidad dicho espectro está dupli-
cado, uno con signo positivo y otro con signo negativo, y dadas las simetrías del mismo,
parecen ser uno solo. Resulta sugerente, entonces, que el espectro correspondiente al
cuadrado del Hamiltoniano para la mariposa de Hofstadter-Dirac resultaría en dos copias
del espectro de Hofstadter, como se ilustra en la Figura 7. Desde el punto de vista de la
ecuación de Dirac, esto resulta natural, pues como hemos visto, en su forma no relativis-
ta, en la imagen de Foldy-Whouthuysen, el espectro posee dos signos con la raíz cua-
drada del eigenvalor de Dirac. Sin embargo, esta equivalencia puede observarse también
de estudiar la red hexagonal de la forma descrita a continuación.

Figura 7. El cuadrado del espectro de la mariposa hexagonal es dos veces el espectro de la mariposa cuadrada.

Consideremos una nueva celda unitaria en la red hexagonal. Sea la nueva celda
de tal forma que contenga dos átomos, vecinos cercanos. Por ejemplo, uno puede ver la
Figura 4 los círculos blancos, que podemos tomar como los puntos de la red, y a cada
uno de ellos asociarle el círculo negro que está justo arriba y un poco a su derecha, para
formar la base de dos átomos distintos de esta estructura cristalina. Esta equivalencia
también puede verse en forma analí tica. Comenzaremos tomando la nueva celda unitaria
[16] de dos átomos en la red hexagonal y etiquetaremos los átomos con y res-
pectivamente. Enseguida, tomemos las interacciones con los vecinos cercanos de
acuerdo con la Figura 4 y escribimos el Hamiltoniano correspondiente.
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,

.
Notemos que la integral de salto en la dirección horizontal es diferente, en general,

al de la dirección vertical. Para solucionar este problema, multiplicamos con a las fun-
ciones y para indicarlo. La equivalencia entre la red cuadrada de un átomo y la
red hexagonal de dos átomos podemos obtenerla si tomamos la ecuación anterior, con

, y realizamos dos operaciones por separado. La primera, una suma,

,

la otra operación que podemos realizar es la resta,

.

Con este sistema de ecuaciones obtenemos la energía final para la red hexagonal
de dos átomos, la cual consta de dos ramas de energía la primera es llamada “bonding”
o enlace (correspondiente a la suma), en la cual la propiedad a tomar en cuenta es

y la segunda es llamada “antibonding” o antienlace (correspondiente a la

resta) se tomará . Comenzaremos con los cálculos del bonding. La ecua-
ción de la suma se reduce a,

.

Usamos ahora el teorema de Bloch bidimensional

,

la energía es entonces,

.
Un razonamiento análogo para el “antibonding”, nos conduce a la energía es,

.



Ambas so lu cio nes de la ener gía se mues tran en la Fi gu ra 8, don de la for ma de es tas
ener gías en con tra das es igual a la ener gía de la red cua dra da  y es sólo la mi tad, de acuer do
con la de la ener gía de la red cua dra da. De esta for ma, ve mos que la suma de las dos ra mas
es igual o equi va len te a la ener gía en con tra da en la red cua dra da con una cel da uni ta ria de
un solo áto mo. La in tro duc ción del cam po mag né ti co se rea li za en for ma di rec ta, con el ra zo -
na mien to ex pues to en la ter ce ra sec ción de este tra ba jo. El ejer ci cio es di rec to y el lec tor in -
te re sa do pue de re pe tir lo de pro pia cuen ta para ve ri fi car lo. Por tan to, con fir ma mos la
ob ser va ción ini cial pre sen ta da al prin ci pio de esta sec ción. Con esto da mos por ter mi na do el 
tra ba jo de in ves ti ga ción.

Con lu sión
Para con cluir, men cio na re mos los re sul ta dos ob te ni dos de for ma bre ve. El pro pó si to

prin ci pal de este tra ba jo es el es tu dio de la di ná mi ca de los elec tro nes pla na res en pre sen cia
de cam pos mag né ti cos ex ter nos.

En sis te mas pe rió di cos, como só li dos cris ta li nos, el es pec tro de los elec tro nes se en -
cuen tra for ma do por ban das de ener gía per mi ti das, se pa ra das por bre chas de ener gía
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Fi gu ra 8. La equi va len cia de la red he xa go nal con dos co pias de la es truc tu ra de ban das para la red cua dra da.



prohi bi das. Esta es truc tu ra de ban das per mi te ana li zar las pro pie da des de con duc ción de
un ma te rial. Para el caso de una red cua dra da bi di men sio nal sin cam po mag né ti co, ve mos
que el mo vi mien to del elec trón es go ber na do por la ecua ción de Schrödin ger, y el co rres -
pon dien te es pec tro de ener gía en for ma de sá ba na pe rió di ca, Fi gu ra 2, con mí ni mos pa ra -
bó li cos.

Al in tro du cir un cam po mag né ti co per pen di cu lar al cris tal, de fi nien do el po ten cial vec -
tor en la nor ma de Lan dau, el es pec tro se ve afec ta do so la men te en una di rec ción, se rom pe
la de ge ne ra ción y las ban das de ener gía co mien zan a cru zar se. Esto oca sio na que en cier -
tas re gio nes apa rez can ban das de ener gía per mi ti das y, en otras ban das prohi bi das, oca sio -
nan do que el es pec tro tome una for ma pe cu liar, co no ci da como la ma ri po sa de Hofs- tad ter,
el cual tie ne pro pie da des de mul ti frac ta li dad.

Para la red bi di men sio nal he xa go nal, que es la es truc tu ra cris ta li na del gra fe no, la es -
truc tu ra de ban das en au sen cia de cam pos mag né ti cos es tal que las ban das de con duc ción
y va len cia se to can en los pun tos de Di rac, al re de dor de los cua les los gra fi nos o por ta do res
de car ga son me jor des cri tos me dian te fun cio nes de onda ul tra re la ti vis tas. Al in tro du cir un
cam po mag né ti co uni for me, la co rres pon dien te ma ri po sa de Hofs tad ter-Dirac po see una es -
truc tu ra in trin ca da, mul ti frac tal y que es como la adi ción de dos co pias del es pec tro de la ma -
ri po sa de Hofs tad ter or di na ria. Esto se ob ser va más cla ra men te to man do el cua dra do del
Ha mil to nia no de ama rre fuer te para la red he xa go nal. Esta do ble de ge ne ra ción la po de mos
atri buir al ca rác ter bi par ti ta de la red he xa go nal to man do que es equi va len te a una red cua -
dra da mo no par ti ta y que du pli ca el es pec tro que en con tra mos con an te rio ri dad.

El gra fe no es ex cep cio nal por sus pro pie da des de du re za, con duc ción tér mi ca, mo vi -
li dad de sus por ta do res de car ga, fle xi bi li dad y otras que lo ha cen atrac ti vo como su ce sor del 
si li cio en apli ca cio nes na no tec no ló gi cas. Por esto, con clui mos que es tu dios de la na tu ra le za 
de este ma te rial arro ja rán luz a po si bles apli ca cio nes tec no ló gi cas del mis mo.
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