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Resumen

Estudiamos el efecto de un campo magnético uniforme perpendicular a un cristal bidi-
mensional en el espectro de energia de los electrones en la aproximacién de amarre
fuerte. Para una red cristalina cuadrada, que en ausencia del campo externo es regi-
do por una ecuacién cuantica no relativista, notamos que el campo magnético produ-
ce el bien conocido espectro de la mariposa de Hofstadter. Cuando el cristal tiene una
estructura hexagonal, a bajas energias, la ecuaciéon de movimiento para los portado-
res de carga es relativista. La correspondiente mariposa generada en presencia del
campo magnético se madifica. Sin embargo, el espectro del cuadrado del Hamiltonia-
no de amarre fuerte para el caso hexagonal nos reproduce dos copias de la mariposa
original de Hofstadter con signos cambiados, tal cual se observa en la forma no relati-
vista de la ecuacién de Dirac.
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Abstract

We studied the impact of a uniform magnetic field perpendicular to a bi-dimensional
crystal in the energy spectrum for electrons in the tight-binding approximation. For a
square lattice, which in absence of external fields is governed by a non-relativistic
wave equation, we noticed that the magnetic field produces the well-known spectrum
of the Hofstadter butterfly. When the crystal has a hexagonal structure, atlow energies
the equation of motion for the charge carriers is relativistic. The corresponding but-
terfly generated in presence of the magnetic field gets modified. However, the spec-
trum of the squared tight-binding Hamiltonian for the hexagonal lattice reproduces two
copies of the original Hofstadter butterfly, with different signs, in analogy to what hap-
pens in the non-relativistic form of the Dirac equation.
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Introduccion

Para los sistemas macroscoépicos, las leyes fisicas que mejor describen su estado
de movimiento, es decir, su evolucién temporal, son las de la mecénica clasica. En dos
limites extremos estas leyes dejan de ser validas, en el limite de distancias pequefias, es
decir, para sistemas microscopicos, donde las leyes de Newton deben cambiarse por las
leyes de la mecénica cuantica, y en el limite de altas energias, es decir, el de los siste-
mas relativistas, donde las leyes fisicas mantienen su forma de acuerdo a los principios
de Teoria de la Relatividad Especial de Einstein. Ambos sistemas estan caracterizados

por constantes fundamentales, la constante de Planck # para los sistemas cuanticos y la
velocidad de la luz en el vacio, c, para los sistemas relativistas o de altas energias (ver,
p. €. [1,2]). La fisica de particulas elementales se describe en términos de una mecanica

cuantica relativista, llamada teoria cuantica de campos, que se rige tanto por k como por
c. Es por esta raz6n que usualmente se utiliza un conjunto de unidades naturales que se

describen fijando & = ¢ = 1.

En la mecanica cuantica ordinaria, la ecuacién de movimiento para una particula

de masa m, que se mueve en una dimension bajo la influencia de un potencial V(x, £},
llamada ecuacion de Schrodinger

dp(xt) 1 &yl
"8t Zm  ax?

€s una ecuacioén en derivadas parciales, lineal en el tiempo y de segundo orden en las
derivadas espaciales. Por esto, es incapaz de describir aspectos relativistas de, por
ejemplo, un electrén. La Teoria de la Relatividad Especial de Einstein, requiere que en
toda ley fisica, las coordenadas temporales y espaciales sean tratadas al mismo nivel.
Esto implica que para una ecuacion de onda relativista, las derivadas temporales y espa-
ciales deben ser del mismo orden. En el caso de una particula libre, es decir, cuando

+ Vix, thpe(x, £,

¥(x,£) = 0, la ecuacion de Schrodinger relaciona la energia'y el momento de una particu-
la de la forma

llamada relacion de dispersién no relativista.

El camino hacia una formulacién correcta para la descripcion de electrones en un
contexto cuantico relativista fue trazado por Paul Adrian Dirac (ver, p. €]. [2]) proponiendo
una ecuacion --que ahora lleva su nombre-, que es lineal en las coordenadas espaciales
y temporales, de acuerdo a los postulados de la relatividad especial, y que a su vez es
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consistente con los postulados de la mecanica cuantica, en particular, con la interpreta-
cion estadistica de la funcion de onda. Dicha ecuacion tiene caracter matricial, y en for-
ma covariante se escribe

{[au']"'u - m}tll!‘{x:] =0

donde ¢* son las matrices de Dirac, que verifican el algebra de Clifford {y#, 3"} = 25*" y

x representa el cuadrivector de coordenadas del espacio-tiempo. Aqui, n*" es el tensor
métrico del espacio de Minkowski. En su representacién irreducible, estas matrices tie-

nen dimensidn 4 x 4, y una representacion explicita para ellas es

o_ I 0 i _( 0 r.r;"]
= o) = _o% o/
siendo I la matriz identidad 2 % 2 y las matrices &% k = 1,2,3 son las matrices de Pauli.

Entonces, y(x) se representa mediante un vector columna de 4 componentes, llamado

espinor, lo que garantiza que lw(x}l? = 0, en consistencia con la interpretaciéon proba-
bilistica de la ecuacion de onda. Mas alin, la energia de las particulas descritas por la
ecuacion de Dirac es de la forma

2 =g m?,

gue en el limite ultrarelativista, es decir, cuando la masa es despreciable, nos da una
relacion de lineal entre la energia y el momento de la particula,

E=p.

Ademas, el maridaje entre la mecanica cuantica y la teoria de la relatividad espe-
cial nos obliga a que, en aras de salvaguardar el principio de conservacion de la energia,
debamos aceptar la existencia de antimateria. Es decir, la ecuacién de Dirac es una
ecuacion que describe electrones (materia) y positrones (antimateria), que tienen las
mismas propiedades (masa, espin, energia, momento), pero cuya carga eléctrica es de
signo opuesto. La ecuacién de Dirac libre posee una forma no relativista bien estableci-
da, con dos posibles signos para la energia. Dicha forma se obtiene a través de la trans-
formacion de Foldy-Wouthuysen [3,4] y resulta en una ecuacién de Schrédinger de la
forma

Y

Fra Heyp(#, 8,

donde H,  es el Hamiltoniano libre en la representacion de Foldy-Wouthuysen, que sa-
tisface la ecuacién estacionaria de Schrodinger
Hey p(@) = y°E w(2).
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La forma diagonal de " nos indica que esta ecuacién posee dos valores propios

para la energia E = /g% + m?, que son de igual magnitud pero signo contrario.

Ante el contraste de descripciones entre sistemas cuénticos relativistas y no relati-
vistas, se antoja imposible tratar de describir un sistema de estado sélido, manipulable
en un laboratorio universitario, mediante ecuaciones de onda relativistas. Afortunada-
mente, en el afio 2004 fue descubierto en Manchester, Reino Unido, un material bidi-
mensional, el grafeno, que consta de una red de atomos de carbono empacados en un
arreglo de tipo panal de abeja de un solo &tomo de espesor [5]. Por los experimentos
realizados en este material, fueron galardonados con el Premio Nobel de Fisica 2010 los
Dres. Andrei Geim y Konstantin Novoselov.

Es bien sabido que los soélidos, que son sistemas microscopicamente muy compli-
cados de describir, se pueden entender como si estuvieran compuestos de particulas
ficticias que interactian débilmente en el espacio libre, como si el cristal no existiera. Por
ejemplo, cuando un electrén se propaga en un semiconductor, su movimiento se perturba
de una forma muy complicada debido a sus interacciones con el resto de los electrones y
nacleos del material, pero este movimiento se puede describir de manera aproximada
como el de un electrén con una masa efectiva (distinta a la masa real del electrén) que
se mueve libremente en el espacio. Estos objetos ficticios son llamados cuasiparticulas,
y son Utiles para describir propiedades eléctricas, mecanicas y térmicas de los materia-
les. A bajas energias, las cuasiparticulas portadoras de carga del grafeno, llamadas en
ocasiones grafinos [6,7], se comportan como electrones sin masa (0 neutrinos con carga)
en el sentido de que la relacién energia-momento es lineal para estas excitaciones. A
diferencia de los electrones ordinarios, los grafinos se mueven a la velocidad de Fermi

Vg EK{EDU [8], de modo que no son genuinamente relativistas, pero si tomamos un nue-

vo sistema de unidades en el que & = =1, entonces podemos describirlos a través de
ecuaciones de onda relativistas [9].

Un fendbmeno que nos interesa explorar es el impacto de un campo magnético
uniforme perpendicular a la membrana del grafeno sobre los valores de la energia de
estas cuasiparticulas a medida que la intensidad del campo aumenta. Para contrastar,
consideramos el llamado problema de Hofstadter [10], en el que se observa que el es-
pectro de energia para un cristal bidimensional de un arreglo cuadrado sujeto a un cam-
po magnético perpendicular al cristal conlleva a un espectro fractal, la lamada Mariposa
de Hofstadter. Nos proponemos comparar los espectros resultantes en términos de tomar
“la raiz cuadrada de una mariposa”’. Para ello, argumentamos que los valores de la
energia que describen la Mariposa de Hofstadter y que corresponden a los valores pro-
pios del Hamiltoniano de amarre fuerte para la red cuadrada son los mismos valores
propios del cuadrado del Hamiltoniano de amarre fuerte en la red de grafeno. O sea, la
mariposa de lared del grafeno se obtiene “tomando la raiz cuadrada” de la correspon-
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diente a la red cuadrada. Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En la
siguiente seccién estudiamos la red cuadrada en ausencia de campos magnéticos y
exploramos cémo surge el espectro de Hofstadter. Enseguida exploramos la red hexago-
nal. Estudiamos su estructura de bandas y la mariposa de Hofstadter para la red hexa-
gonal, llamada mariposa de Hofstadter-Rammal [11] o de Hofstadter-Dirac, nombre que
nosotros adoptamos. Para interpretar nuestros resultados, mostramos la equivalencia
entre lared cuadrada (monopartita) con la hexagonal (bipartita), para después relacionar
los espectros en ambos casos a través de la raiz cuadrada de la mariposa original. Este
trabajo esta basado en la tesis [12].

Epmﬂ 1l
® ® ® ® ®

Epm,rH ipm,n Epm,nﬂ
® o @O o o

@Vm—1 Al
® ® ® ® ®

Figura 1. La red cristalina cuadrada. Los vecinos cercanos correspondientes al sitio i, ma) Se encuentran arriba y abajo,
sobre la linea vertical, y a la derecha ya la izquierda, sobre la linea horizontal que pasan por dicho punto.

Red Cuadrada

Consideremos una red cuadrada, donde se acomodan “4&tomos” de una sola espe-
cie en una cuadricula de espaciado a. La funcion de onda del sitio (x,y) = (na,ma), €S

llamada ¥, ., de acuerdo la Figura 1. Tomando en cuenta solamente la interaccion con
Sus vecino cercanos, es decir, con el electron del &tomo exactamente arriba, abajo (in-

crementando o disminuyendo una unidad de wm alo largo del eje ), el de la derecha y la

izquierda (haciendo lo propio con n alo largo del eje x) del sitio de interés, tenemos que
(13]

_t[g;i"—l,,i‘f.. + I--“1:Il-i’!+].,,i‘7.. + I;;i’!_i‘r..—l + I;;i’!_i‘f..+]. + I--“1:Il-i"i‘r..:| = Eglri’!_i‘f..’
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donde ¢t es la integral de transferencia o de salto. Usando el teorema de Bloch bidimen-
sional [13],

Yo = e g kY,
podemos reducir la expresion en la forma
—t[e7 e ¢ glfa® 4 o7 L Rk k) = EUK, K.
Con esto, obtenemos la forma del espectro de energia
—2t[cos(k,n) + cos(k,a)] = E.

. , .z =¥ -
el cual se muestra en la Figura 2. Nétese que la expansion para |k| — 0 de la energia
toma la forma,

E(R) = —4t + —— (ki + k)

donde m" es la masa efectiva del portador de carga. Esta es una relacion cuadratica

entre la energia y el momento, porque la dindmica en este arreglo cristalino es mejor
descrita por la ecuacion de Schrédinger.

Figura 2. Estructura de bandas de energia para la red cuadrada bidimensional. El espectro es periddico en ambas direccio-
nes. Los minimos locales son aproximados de forma parabdlica.
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Influencia del Campo Magnético

Procedemos ahora a incluir la influencia del campo magnético en el espectro de
energia. Consideremos un campo magnético uniforme perpendicular al plano del cristal.

Recordemos que el operador del momento # es el generador de traslaciones espaciales,
T(D) = exp(iF - D),
donde T(I) es el operador de traslacién, el cual nos da el valor de la funcién de onda
desplazada en laforma
Wi+ D) = TP,
Si afiadimos el campo magnético, el operador de momento # se reemplaza por un

operador que incluye al potencial vectorial magnético ﬁ{fj [13], mediante ;:? - ;:? + eﬁ:{fj,
gue es la lamada sustitucion de Peierls. Esto es, el efecto del campo magnético introdu-
ce un factor de fase extra en una funcion de onda trasladada. Asi:

-+ =+ ?‘ : -+ = -+ N
WE+ D =exp (ief; " A-d) T,
Si el camino a lo largo del cual realizamos la integracion es cerrado, la funciéon de

onda trasladada adquiere un factor de fase de la forma exp(i2za), donde « es el nUmero
de flujos cudnticos que pasan a través de la superficie encerrada por el camino.
Ademds, si el potencial magnético esta definido en la norma de Landau,

FT{E:J = (0. —Bx, 0}, podemos reducir un problema 2-dimensional a uno 1-dimensional. De
esta forma, la funcién de onda ¥ se puede escribir como el producto de una onda plana
que depende solamente de y y una funcién ¢ que solo depende de x, es decir,

¥(x.y) = Vo),
donde podemos observar que el efecto del campo magnético solamente esta presente

en la direccion y del sistema coordenado. El teorema de Bloch, en este caso, adquiere la
forma,

L:"rr!_m = plfzna Ji,Mma Irima thy ().

Con estos resultados, nuestra aproximacion de amarre fuerte se escribe ahora
como

—t[e7 =g, + e, ., + 2cos(2mam + kya)¢pn] = Edy,.
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Sin pérdida de generalidad, tomamos & = 3. Asi, obtenemos la forma final de la
ecuacion de amarre fuerte, lamada ecuacién de Harper,

—t[@n_1 + $nsa] = [E + Ztcos(Zmam)]dy,.
Esta ecuacion también describe a un electrén que se mueve a lo largo de una

cadena lineal en un potencial periédico ¥, = cos{2ram). La ec. de Harper ha sido estu-
diada en gran detalle, por ejemplo, en la Ref. [14]. Es interesante observar que esta

ecuacion posee una dualidad cuando el flujo magnético « es sustituido por su inverso,
llamado «. El espectro depende de 7, y se obtiene de diagonalizar el siguiente Hamilto-

niano altomark = 0,

l-:'[':‘ le—i{?iﬁii 0 . 0 ..lEijk"
irbk -izbk .
Hie k)=, B AT PO
le—il?i:'?ii 0 0 . ..:l.-E-'ij Ry "':_-;J—:L

donde ¥, = 2cos(2mon + obk,) es el potencial periddico. Los parametros 1 y & corres-
ponden a la transformacién conjugada de una rotacion conmensurable y una dilatacion,
qgue es una simetria del problema que estamos estudiando. Una rotacién arbitraria de la

red cristalina por un dngulo g en general no deja invariante al cristal.

Figura 3. La mariposa de Hofstadter. Cada punto en el espectro corresponde a un valor permitido para la energia El impac-
todel campo externo hace que dicho espectro adquiera una forma multifractal.

Sin embargo, sitomamos
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con m,; y m, enteros, primos relativos, decimos que la rotacion es conmensurable.
Cuando ademas de la rotacion conmensurable, hacemos una dilatacion del espaciamien-
to interatdmico de la red tal que los eigenestados de la nueva red rotada estén re-

escalados por el factor ¢, con

1 ; ;
A= 3 In{m? + m2),

la operacion conjugada de rotacién conmensurable y dilatacion es una simetria del sis-
tema cristalino, lo cual es muy util para explorar las simetrias del espectro de la ecuacion

de Harper [14]. Para diagonalizar el Hamiltoniano anterior H{k,,k;)}, escribimos como
g = q,fp, con g y p enteros, primos relativos. Obtenemos asi los eigenvalores para ese

valor especifico de &, Barriendo todo el intervalo del inverso de flujo magnético, obtene-

mos los valores permitidos de la energia como funcion de #. El resultado es el espectro
conocido como la mariposa de Hofstadter [5], mostrado en la Figura 3. La mariposa de
Hofstadter fue el primer fractal que se formulé en lafisica. Nos da una version gréfica del
espectro de energia de un electron restringido a moverse en un potencial periddico bidi-
mensional bajo la influencia de un campo magnético perpendicular. Para cada valor de

o, el espectro corresponde a g valores discretos. Si & fuera un nimero irracional, el es-
pectro corresponderia a un conjunto infinito, no numerable de valores, que de hecho es

homeomorfo al conjunto de Cantor [10]. El hecho de que para valores irracionales de & el
espectro corresponda a un conjunto infinito de medida cero, hace que aun cuando se
agregue el efecto de dichos valores, los niveles de energia se organizarédn de acuerdo al
patron mostrado en la Figura 3. Podemos ver que el espectro posee dos ejes de simetr-

jaene=E/|tj=0yenog= 1,"2. El ancho de banda, es decir, el intervalo donde yacen

todos los valores del espectro energia, es de 8¢, pues el minimo y el maximo eigenvalo-
res de H(k,.k;) para cualquier valor de s yace en el intervalo [—4¢,4¢]. En nuestro caso

tomamos + =1 por simplicidad. Réplicas de la figura de la mariposa, formada por las
cuatro alas en forma de equis, se repiten reiteradamente al interior de la misma, escala-
das por un factor que en general depende de la energia y del flujp magnético. Se dice
entonces que la mariposa de Hofstadter tiene una estructura multifractal. A continuacion
nos proponemos repetir este ejercicio en el caso de la red hexagonal.
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Figura4. Lared cristalina del grafeno. Posee una forma de panal de abeja.

Red Hexagonal

Sabemos que el grafeno tiene una estructura cristalina de tipo de panal de abeja
[5,8,9]. En otras palabras, es una red con una estructura hexagonal, como se muestra en
la Figura 4. Analicemos el modelo de amarre fuerte para este cristal, considerando sélo
interacciones de los vecinos cercanos. Ya que trabajamos con una celda unitaria que
contiene dos atomos en ella, clasificamos los atomos en dos subredes triangulares y
etiguetamos los sitios de una de ellas con ¢ (circulos blancos) y a los de la otrared con

w (circulos negros), como se aprecia en la Figura 4. La ecuacién de amarre fuerte es en
realidad un sistema de ecuaciones,

—t(Fy sim-1 T Fn sim+r T "'an,rr.] = El;'rr.',rr.’

(P _imor T Pacimer T Pam) =By

Iz @

Ahora, los vectores primitivos de cada subred triangular sonEf:{T,;],

Ta
=

a
—;]. Estos vectores cumplen con |g;| =la;| = a, y en grafeno a =~ 54°. Los
. . , . —
vectores primitivos de la red reciproca f;_l'y Ez_; satisfacen, b, -u_.; = 2méy;, por lo que pode-
ar 1 3 — 4T 1 A3
=l s 1y by = ﬁc[z,— ; }. Entonces, el
teorema de Bloch para la red hexagonal nos permite escribir,

. . .z -
mos darles la siguiente representacion, b, =
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'z

Pom = E"‘P{{\Tkrﬂﬂ +%k_}-ﬂm:] U(E:],
.3 i —
Fym = EXp [1?55. an — Ek-l'ﬂ'm] Vik).

Por otro lado, las funciones U(E’] y I.F{E} son periodicas sobre la red reciproca, es

decir, U(k + 6) = U(k), V(k + G} = V(k), donde & =n, b, + n, b, Yy n,, n, SON enteros, lo
gue nos permite escribir

7 i

o simer = €XP [{Tgkxﬂ'{ﬂ +1+ ]; Ky alm +1J] U{E]-
3 i

W simes = xp [ Kyaln + 1) + - kpalm — DU,
3 i

Fu_smas = & i kealn — 1) — - kyalm + DU ),

7 i
F_ymos = &xp i kpaln — 1) — - kyalm — DU ).

Si sustituimos estas expresiones en el sistema de ecuaciones de amarre fuerte,
tenemos

—t (2exp ({ ?kx E.J n:clsl::i[yTE:] + 1) UI[-’-TE'] = EV(E],

E]

—t (2exp (—i%k,_.u) cos [Ej] +1) V{E} = EU{JT:PJ.

Este nuevo sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial como

H = . = "Y).
V(&) NG RANLC) v (k)

De este modo, reducimos el problema de encontrar la estructura de bandas del
panal de abejas a un problema de valores propios [15]. Elevando al cuadrado, tenemos

que
2
lagy” o (Ur:‘k’:n) _ g (U(EJ)
z - o
0 |avgy|T/ Wk) V (k)
de tal forma que los eigenvalores de la energia son
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| k_u_ k.ﬂ. Irf- o
E= ild{;{}l = it4|4EDSE(JT)+ 4 cos (‘}T) cos ('\E%) + 1

Figura 5. Estructura de bandas del grafeno. Cerca de los puntos de Dirac, la estructura de bandas es cdnica, por lo que en
esta region, los grafinos se comportan relativistamente.

El espectro correspondiente se muestra en la Figura 5. Tiene forma periédica en
las bandas de conductividad y de valencia, tocandose solamente en seis puntos, sélo
dos de los cuales son inequivalentes y son llamados puntos de Dirac. Entonces, las ban-
das de valencia y de conduccion se tocan en puntos de Dirac, lo que nos dice que el

grafeno no es metal ni aislante. Se le clasifica como un semimetal. Cuando |&| — 0, po-
demos ver que

_'\"i-ﬂf D h{er _{k.}r] =y ﬂ.!.. 4
T2 \A(ky + k) 0 =Vra P,

donde hemos identificado al factor 4/3at/2 con la velocidad de Fermi [8], que al rempla-
zar los valores de la red cristalina, nos permite identificar £ = 2.7¢¥. Este Hamiltoniano

es equivalente al de Dirac reducido a un plano [7]. La energia contiene dos signos (+J, lo
que refuerza la idea de que la dinamica de los portadores de carga de la red hexagonal
esta gobernada por la ecuacién de Dirac. La forma coénica de la bandas de conduccién y
valencia cerca de los puntos de Dirac son llamados conos de Dirac y es cerca de estos
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puntos donde precisamente se puede tener una descripcién en términos completamente
relativistas de un sistema de materia condensada [9]. Veamos el problema de Hofstadter
para el grafeno.

Mariposa de Hofstadter-Dirac

Ahora estudiaremos el problema de Hofstadter para la red hexagonal. Como para
la red cuadrada, todos los parametros como la orientacion del campo magnético, la nor-
ma de Landau, etc. se mantienen igual, s6lo notamos que la integral de transferencia es

t' en ladireccion horizontal y 1 en cualquier otra direccion. El efecto del campo magnéti-
co, es decir, la fase que toma la funcion de onda y que mide el flujo magnético en cada
hexagono unitario, se refleja de la siguiente manera

1 —Imiam —
—Ppsrm—1— Pnirmer — L€ Pom = E¥om,

1 2miam —
o cimor— Paoimer —te om =EFym.

Figura 6. Mariposa de Hofstadter-Rammal o Hofstadter-Dirac. Cada punto en el espectro coresponde a un valor permitido
para la energia. El impacto del campo externo hace que dicho espectro adquiera una forma multifractal.

Entonces, el espectro lo obtenemos de resolver estas ecuaciones acopladas. Si-
guiendo el razonamiento de la seccion anterior, luego de usar el teorema de Bloch para
la red hexagonal, convertimos este sistema en un problema de eigenvalores que depen-

de del inverso del flujo magnético. Al igual que antes, fijamos o = q,."p y calculamos los
eigenvalores. Barriendo el rango completo de &, el resultado se muestra en la Figura 6.
Podemos ver que el espectro posee dos ejes de simetriaen e =E/|t|=0yenog = 1};2_
Ademas, aparecen dos mariposas similares a la cuadrada, una para = 0 y la otra para
e = 0. Aparecen réplicas de ésta mariposa, formadas por las cuatro alas, que se repiten
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reiteradamente al interior de la misma, escaladas por un factor dependiente de la energia
y del flujo magnético. La mariposa de Hofstadter-Dirac cuenta con una estructura multi-

fractal. El espectro de energia que se muestra en la Figura 6 se obtuvo para ' = 1. Se
puede ver que este espectro corresponde nuevamente a g bandas o valores discretos de
la energiay que el ancho del intervalo de energias en este caso es en general 6t'.

Raiz cuadrada de una Mariposa

Una observacion interesante ocurre cuando tomamos su cuadrado del Hamiltonia-
no de amarre fuerte para la red hexagonal,

HY% = &,

Numéricamente se obtiene nuevamente el espectro de la mariposa de Hofstadter
cuadrada. Un analisis méas cercano nos revela que enrealidad dicho espectro esta dupli-
cado, uno con signo positivo y otro con signo negativo, y dadas las simetrias del mismo,
parecen ser uno solo. Resulta sugerente, entonces, que el espectro correspondiente al
cuadrado del Hamiltoniano para la mariposa de Hofstadter-Dirac resultaria en dos copias
del espectro de Hofstadter, como se ilustra en la Figura 7. Desde el punto de vista de la
ecuacion de Dirac, esto resulta natural, pues como hemos visto, en su forma no relativis-
ta, en la imagen de Foldy-Whouthuysen, el espectro posee dos signos con la raiz cua-
drada del eigenvalor de Dirac. Sin embargo, esta equivalencia puede observarse también
de estudiar la red hexagonal de la forma descrita a continuacion.

Figura7. El cuadrado del espectrode la mariposa hexagonal esdos veces el espectro de la mariposa cuadrada.

Consideremos una nueva celda unitaria en la red hexagonal. Sea la nueva celda
de tal forma que contenga dos atomos, vecinos cercanos. Por ejemplo, uno puede ver la
Figura 4 los circulos blancos, que podemos tomar como los puntos de la red, y a cada
uno de ellos asociarle el circulo negro que estajusto arriba y un poco a su derecha, para
formar la base de dos atomos distintos de esta estructura cristalina. Esta equivalencia
también puede verse en forma analitica. Comenzaremos tomando la nueva celda unitaria

[16] de dos atomos en la red hexagonal y etiquetaremos los atomos con ¥, ..y €, ,. res-
pectivamente. Enseguida, tomemos las interacciones con los vecinos cercanos de
acuerdo con la Figura 4 y escribimos el Hamiltoniano correspondiente.
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_t{¢n+Lm—1 + qbrz +Lm+1 + trqar:_m] = Eg'rr:_rr. ’

(¥ _imor T Fhoimar T i'r[*['rrz_rr.::l =EPm.
Notemos que la integral de salto en la direccién horizontal es diferente, en general,
al de la direccion vertical. Para solucionar este problema, multiplicamos con ¢' a las fun-

ciones ¥, .. y ¥, paraindicarlo. La equivalencia entre la red cuadrada de un atomo y la
red hexagonal de dos atomos podemos obtenerla si tomamos la ecuacién anterior, con

t = 1, yrealizamos dos operaciones por separado. La primera, una suma,

_"Fr.' +1m-1"" ¢E+Lm+1 - El['rr!—lhrr.+:l. - EjF'rrz—j._rr.—j. = {E + tr]{g'rn_m + 'Fn_rr.]:
la otra operacién que podemos realizar es la resta,

_':Fr.' +1m-1"" ¢E+Lm+1 + [Frz—er.+:L + [Fn—l_rr.—l = {E - tr]{g'rn_m - ¢n_m]'

Con este sistema de ecuaciones obtenemos la energia final para la red hexagonal
de dos atomos, la cual consta de dos ramas de energia la primera es llamada “bonding”
0 enlace (comespondiente a la suma), en la cual la propiedad a tomar en cuenta es

o= %.m Y la segunda es llamada “antibonding” o antienlace (correspondiente a la

resta) se tomara ¥, = —%,.». Comenzaremos con los calculos del bonding. La ecua-
cion de la suma se reduce a,

—Fpiimor — Freimer — Pruoimer — Poopmer = 2(E — a'r:]"'&r.'_rr.-
Usamos ahora el teorema de Bloch bidimensional

w = ¢ = efnefamy (),
la energia es entonces,

E = —t' — (cos(k,) + cos(k;]).
Un razonamiento anélogo para el “antibonding”, nos conduce a la energia es,

E =t"— (cos(k,) + cos(k; ).
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Figura 8. La equivalencia de la red hexagonal con dos copias de la estructura de bandas para lared cuadrada.

Ambas soluciones de la energia se muestran en la Figura 8, donde la forma de estas
energias encontradas es igual ala energia de lared cuadrada y es sélo la mitad, de acuerdo
conlade laenergiade lared cuadrada. De esta forma, vemos que la suma de las dos ramas
es igual o equivalente a la energia encontrada en la red cuadrada con una celda unitaria de
un solo atomo. La introduccion del campo magnético se realiza en forma directa, con el razo-
namiento expuesto en latercera seccién de este trabajo. El ejercicio es directo y el lector in-
teresado puede repetirlo de propia cuenta para verificarlo. Por tanto, confirmamos la
observacioén inicial presentada al principio de esta seccién. Con esto damos por terminado el
trabajo de investigacion.

Conlusion

Para concluir, mencionaremos los resultados obtenidos de forma breve. El propdsito
principal de este trabajo es el estudio de la dinamica de los electrones planares en presencia
de campos magnéticos externos.

En sistemas periddicos, como sdlidos cristalinos, el espectro de los electrones se en-
cuentra formado por bandas de energia permitidas, separadas por brechas de energia
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prohibidas. Esta estructura de bandas permite analizar las propiedades de conduccion de
un material. Para el caso de una red cuadrada bidimensional sin campo magnético, vemos
gue el movimiento del electron es gobernado por la ecuacién de Schradinger, y el corres-
pondiente espectro de energia en forma de sdbana periédica, Figura 2, con minimos para-
bélicos.

Al introducir un campo magnético perpendicular al cristal, definiendo el potencial vec-
tor en la norma de Landau, el espectro se ve afectado solamente en una direccién, se rompe
la degeneracion y las bandas de energia comienzan a cruzarse. Esto ocasiona que en cier-
tas regiones aparezcan bandas de energia permitidas y, en otras bandas prohibidas, ocasio-
nando que el espectro tome una forma peculiar, conocida como la mariposa de Hofs- tadter,
el cual tiene propiedades de multifractalidad.

Paralared bidimensional hexagonal, que es la estructura cristalina del grafeno, la es-
tructura de bandas en ausencia de campos magnéticos es tal que las bandas de conduccién
y valencia se tocan en los puntos de Dirac, alrededor de los cuales los grafinos o portadores
de carga son mejor descritos mediante funciones de onda ultrarelativistas. Al introducir un
campo magnético uniforme, la correspondiente mariposa de Hofstadter-Dirac posee una es-
tructura intrincada, multifractal y que es como la adicion de dos copias del espectro de la ma-
riposa de Hofstadter ordinaria. Esto se observa mas claramente tomando el cuadrado del
Hamiltoniano de amarre fuerte para la red hexagonal. Esta doble degeneracion la podemos
atribuir al caracter bipartita de la red hexagonal tomando que es equivalente a una red cua-
drada monopatrtita y que duplica el espectro que encontramos con anterioridad.

El grafeno es excepcional por sus propiedades de dureza, conduccion térmica, movi-
lidad de sus portadores de carga, flexibilidad y otras que lo hacen atractivo como sucesor del
silicio en aplicaciones nanotecnologicas. Por esto, concluimos que estudios de la naturaleza
de este material arrojaran luz a posibles aplicaciones tecnolégicas del mismo.
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